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31. Bevezet}o
Ha er}os magneses ter}u csillagok { feher torpek vagy neutroncsillagok { modellsznkepet
akarjuk megszerkeszteni, kikerulhetetlen feladat az er}os, homogen magneses terbe tett
hidrogenatom energianvoinak meghatarozasa, azaz a diamagneses Coulomb-problema
megoldasa. Kulon szerencse, hogy ennek a problemanak a megoldasa a legtobbszor
elegend}o is, mivel az ilyen degeneralt csillagok fotoszferajabol { az esetek tulnyomo
tobbsegeben es az optikai tartomanyban { csak a hidrogent eszleljuk. Vagyis az ilyen
objektumok spektruma kozel sem olyan osszetett, mint a kozonseges (nem elfajult)
csillagoke, amelyet rengeteg semleges es ionizalt atom, s}ot, molekula alakt ki. A csak
hidrogenb}ol allo legkorok jobb megertese azonban ilyenkor is adhat uj eredmenyeket
azaltal, hogy a hidrogenb}ol allo legkort pontosabban lehet szeparalni.
Sajnos, a problema megsem olyan egyszer}u, mint azt ezek utan gondolnank!
Noha a diamagneses Coulomb-problemat mar a kvantummechanika kezdeti id}oszakaban
megfogalmaztak, a megoldas mindmaig nem tekinthet}o teljesnek. Az asztrozikai
celokra is megfelel}o els}o szamtasok a hetvenes-nyolcvanas evek forduloja tajan keszultek.
Ezek folytatasakent, tobb mint szaz kutato kozrem}ukodesevel, kozel husz ev alatt keszult
el az a munka, amely jelenleg a legteljesebbnek tekinthet}o a temaban.
Ennek a dolgozatnak a f}o celja az, hogy megmutassuk, hogy ezek az eredmenyek, s}ot
ezeken tulmen}ok is, nagysagrendekkel kisebb er}oforrasokkal (szuperszamtogepek nelkul)
is megkaphatok. Ehhez megfelel}o, a zikat jobban gyelembe vev}o matematikai modell
es hatekony numerikus technikak szuksegeltetnek. Az itt kifejtett modszerek azon tul,
hogy teljesen ujak, elegge altalanosak is, gy hasonlo jelleg}u problemaknal valoszn}uleg
szinten sikeresen alkalmazhatok lesznek.
42. Az er}os magneses ter}u csillagok sznkepe
Ebben a reszben nagy vonalakban osszefoglalom az altalam fontosnak tartott eszlelesi
es elmeleti eredmenyeket. Megprobalom ezaltal megmutatni, hogy a kes}obbiekben sorra
kerul}o konkret vizsgalataim hogyan illeszkednek be egy nagyobb kepbe.
A dolgozat aranytalanna valasat elkerulend}o csak nehany kulonosen fontos
momentumra hvom fel a gyelmet. B}ovebb informacio talalhato a temaban megjelent
attekint}o cikkekben es a bennuk hivatkozott munkakban.

Altalaban a csillagok
magneses tereire vonatkozoan Landstreet (1992) attekintese ajanlhato. A degeneralt
objektumok magneses terer}ol, annak eredeter}ol, id}obeli valtozasarol jo osszefoglalo
Chanmugam (1992) cikke.

Altalaban a feher torpekr}ol, koztuk az er}os magneses
ter}uekr}ol szol Koester es Chanmugam (1990) osszefoglaloja. Specialisan a magneses
feher torpekr}ol megjelent attekint}o cikkek Landstreet (1994) es Wickramasinghe (1995)
munkai, illetve neutroncsillagokrol Meszaros (1992) konyve.
Mindenekel}ott tisztazni kell, hogy mit ertunk ebben a dolgozatban ,,er}os magneses
ter" alatt. Ehhez tekintsuk at, hogy milyen er}os magneses terek fordulnak el}o a
termeszetben. A szamszer}u jellemzesre a magnesesuxus-s}ur}useget kell hasznalnunk,
hiszen a magnesesterer}osseg-vektor csak vakuumban van denialva. (A csillagok
legkore jo kozeltessel vakuumnak tekinthet}o es ezert az irodalomban mindig magneses
terer}ossegr}ol beszelnek, a hasznalt mertekegyseg szempontjabol azonban fontos ez a
megkulonboztetes.) Az 1. tablazatban nehany tajekoztato jelleg}u adat lathato. A
1. tablazat. Nehany magneses uxuss}ur}useg{ertek.
objektum uxuss}ur}useg [T]
Fold magneses egyenlt}ojen  3:5 10
 5
Fold magneses sarkain  6:5 10
 5
Nap fotoszferajaban 10
 4
{ 10
 3
napfoltokban 0:2 { 0:4
Ap csillagok felsznen  2 { 3
Fermilab Tevatron gyorstoban  5
magneses feher torpek legkoreben  10
2
{ 10
5
magneses neutroncsillagokon  10
7
{ 10
9
tablazatra pillantva azonnal szembeszok}o az az oriasi kulonbseg, amely a magneses feher
torpek es neutroncsillagok jellemz}o ertekei es az egyeb ertekek kozott van. Egyetlen
mesterseges forras is szerepel ebben az osszealltasban, hogy felmerhessuk a foldi
zika hatarait. A vilag legnagyobb gyorstojaban, a Tevatronban a Foldon valaha
el}oalltott legnagyobb allando ter uxuss}ur}usege szerepel itt. Ebb}ol nyilvanvalo, hogy a
belathato jov}oben az asztrozikaban el}ofordulo nagy magneses terek kserleti el}oalltasa
5es vizsgalata nem valoszn}u. Az ilyen er}os magneses terbe tett anyag viselkedesenek
vizsgalatara tehat { az asztrozikaban megszokott modon { az eszleles es az elmeleti
modellezes kett}ose marad.
Itt mutatkozik meg az, amivel az asztrozika fontossagat szoktak indokolni, vagyis
hogy a vizsgalt objektumok, jelensegek az anyagnak olyan tulajdonsagairol adnak
informaciokat, amelyekr}ol egyeb modon nem szerezhetnenk tudomast. Igen fontosak
ezek a vizsgalatok a zikai torvenyek hatokorenek megallaptasakor is.
2.1. A meggyelesekr}ol
A csillagok magneses terenek merese a jol ismert Zeeman-eektuson alapul.
Nagyfelbontasu sznkepet kell keszteni, majd a megfelel}o vonalak felhasadasanak
meresevel megkaphato az adott csillagon a kibocsato kozeg (felszn-legkor) magneses
uxuss}ur}usege. Gyenge terek eseten ( 1 T alatt) meggyelhet}o felhasadas nincs.
Ilyenkor a vonalon beluli polarizacio merese adja a uxuss}ur}useg erteket. A Zeeman-
eektuson alapulo modszerek jol m}ukodnek a nem kompakt csillagok eseteben, elvileg
< 10
3
T-ig. Az ennel er}osebb terek kimutatasa azonban csak az ilyen uxuss}ur}useget
gyelembe vev}o elmeleti szamtasokbol kapott szintetikus spektrumok es az eszlelt
sznkepek osszeveteseb}ol remelhet}o.
Az elmeleti modellek azt josoltak, hogy a gravitacios kollapszus soran, amelyben
a feher torpek es neutroncsillagok kialakulnak, a kiindulo magneses uxus megmarad.
(Ennek oka a csillagok anyaganak jo vezet}okepessege.) Mivel pedig a csillag felszne a
feher torpeve valas soran kb. 10
4
-ed reszere zsugorodik a f}osorozati meretehez kepest, ill.
neutroncsillagga valas eseten ez a csokkenes kb. 10
10
-szeres, a magnesesuxus-s}ur}useg
ennyiszeresere n}o. Noha mindez mar regota ismeretes (l. Blackett 1947), megis a 70-
es evek vegeig kellett varni, mg bebizonyosodott, hogy a feher torpeken tenyleg 10
2
{
10
5
T-s terek vannak. Ekkor keszultek ugyanis az els}o szintetikus spektrumok magneses
feher torpek legkorere.
A jelenleg katalogizalt mintegy 2100 feher torpe 2%-anak van er}os magneses tere.
Miert csak ilyen kevesnek? Ez nem teljesen tisztazott. A ket legvaloszn}ubb magyarazat
az, hogy
[1] a feher torpek h}ulese soran magneses teruk lecseng, gy csak a viszonylag
atal objektumok eseteben varunk szamottev}o magneses teret. Ezt a magyarazatot
valoszn}usti az, hogy a magasabb eektv h}omerseklet}uek (a atalabbak) szignikansan
er}osebb ter}uek.
[2] A magneses feher torpek protocsillagai eleve sokkal er}osebb terekkel
rendelkezhettek az atlagos csillagokenal. Ezt az elkepzelest az Am csillagok es a
magneses feher torpek galaktikus eloszlasaban mutatkozo korrelacio tamasztja ala. A
ma ismert magneses feher torpek f}obb adatait a 2. tablazat tartalmazza.
62. tablazat. Az ismert magneses feher torpek nehany alapadata Jordan (1997)
alapjan.
nev V[mag] T [K] sznkepi jelleg forgasi per. B [kT]
G 234  4 15.09 4500 H  0:004
LHS 1038 14.36 6400 H 2{20
h
 0:01
LP 907  037 14.55 9500 H  0:01
LB 8827 18.83 20000 He  0:1
GD 077 14.80  10000 H 0.12
PG 0136+251 15.83 40000 H 0.13?
G 141  2 15.91 5600 H 0.2?
PG 1658+440 14.9 30500 H 0.22
PG 1220+234 15.57 27200 H  0:3
G 99  37 14.60 6300 C
2
, CH  0:36
G 256  7 16.00 5600 H 0.49
MWD 0159  032 17.1 26000 H 0.6
LHS 1734 15.7 5300 H 16
m
{1 ev 0.73
G 62  46 17.11  6050 H 0.74
HS 1440+7518 14.9 40000 H  0:8
HS 1254+3440 17 10-15000 H  0:95
GD 90 15.74 11000 H 1
MWD 0307  428 16.3 25000 H 1
PG 1312+098 16.37 15000 H 5.43
h
1
LHS 2273 16.48  6000 H  1
G 183  35 16.4  7000 H 50
m
{ ? ev < 1:4
GD 356 15.06 7500 H (em.)  1:4
KUV 03292+0035 16.70 19000 H 1.2
KPD 0253+5052 15.22  15000 H 4.1
h
1.7
LHS 1044 15.3 6000 H 4:4
h
? 1.67
G 99  47 14.10 5600 H 1
h
? 2.7
RE 0616  646 18.4 35000 H 2
LBQS 1136  0132 18 15000 H 2.4
ESO 439  162 18.77 5400 C
2
0{3?
PG 1533  057 15.32 17000 H  1
d
3.1
HE 1045  0908 16.5 9000 H 3.1
Feige 7 14.46 20000 H, He 2.2
h
3.5
BPM 25114 15.62 20000 H 2.8
d
3.6
KUV 23162-1230 15.38 11800 H 17.9
d
5.6
GD 116 15.96 16000 H 6.5
HE 1211  1707 16.9  20000 H 1:75
h
8?
G 195  19 13.79 8000 ? 1.33
d
 10
HE 0000  3430 15.0 7000 H 12
PG 1015+014 16.33 14000 H 1.65
h
12
LP 790  29 15.9 7500 C
2
> 100 ev  20
G 227  35 15.58 7000 H > 100 ev 20.5
72. tablazat folytatas.
nev V[mag] T [K] sznkepi jelleg forgasi per. B [kT]
G 240  72 14.15 6000 ? > 100 ev  20
Grw +70

8247 13.19 15000 H > 100 ev 32
G 111  49 16.28 8400 H  22
HE 0127  3110 16.1 18000 H 34.5
HE 2201  2250 16.2 18000 H 34.5
RE 0317  853 14.8 50000 H 66
LB 11146b 14.32 16000 H+? 67
SBS 1349+5434 16.4 11000 H 76
PG 1031+234 15.10  15000 H 3.4
d
50{100
GD 229 14.85 16000 ?  100 ev  100
Az els}o ket abra a hres Grw+70

8247 jel}u magneses feher torpe eszlelt es a
legujabb tablazatok alapjan szamolt sznkepenek sikeres osszeveteset mutatja. A
vonalak azonostasa igen jonak mondhato. A 3. abra ellenpeldakat mutat. A GD 229
jel}u csillag egyetlen vonalat sem sikerult azonostani. Az LB 11146b csillag egyes vonalai
a hidrogen 70 kT-nal szamolt vonalaival lehet azonos, bar az identikacio meglehet}osen
bizonytalan.
A kb. 10
8
T-nal er}osebb terekre meg ma is csak kozvetett bizonytekok vannak. A
fent elmondottakbol kovetkezik, hogy a magneses neutroncsillagok (pulzarok) tipikus
terei ennel nagyobbak, de ezek az objektumok igen halvanyak, gy igazi sznkep
egyetlenr}ol sem keszult. A 4. abran az egyik legfrissebb eredmeny lathato: a talan
legkozelebbi neutroncsillagrol (a Gemingarol) a 10 m-es Keck-teleszkoppal keszult
optikai spektrum. Mindossze egyetlen vonal latszik rajta, de minden bizonnyal azt is a
szabad elektronok valamilyen nemtermalis folyamata (valoszn}uleg ciklotron atmenet)
okozhatja.
Az 5. abran szinten egy uj eredmeny van, amelyet szerz}oik ugy ertelmeznek,
hogy ez az els}o kozvetlen bizonytek 10
10
T-s terekre. Az abran a COMPTON
nevet visel}o es a gammatartomanyban eszlel}o csillagaszati mesterseges hold OSSE
nev}u berendezesevel keszult gammaspektrum lathato, amelyet az A0535   26 jel}u
neutroncsillagrol kesztettek. A folytonos vonalak a szintetikus spektrumot mutatjak
ket uxuss}ur}useg-erteknel.
Egyeb esetekben a pulzarok (= egyedulallo neutroncsillagok) magneses teret a
B
2
/ P
_
P keplettel szokas becsulni. Itt B a magneses uxuss}ur}useg a polusokon, P
a pulzar forgasi periodusa,
_
P pedig a forgasi periodus id}oderivaltja (lassulasi merteke).
A pulzarok eseten P es
_
P igen pontosan merhet}o. A keplet abbol a feltevesb}ol adodik,
hogy a pulzar periodusanak csokkeneset a forgo magneses momentuma altal kibocsatott
8λ [Α]o
1. abra. A Grw+70

8247 jel}u magneses feher torpe optikai sznkepenek voros resze es
a vonalazonostas. A fels}o abra a H atmenethez tartozo stacionarius vonalak 0.4{70
kT kozotti szamtott valtozasat mutatja. A vzszintes tengelyen a hullamhossz szerepel

A-ben. A fugg}oleges tengelyen a uxuss}ur}useg MG egysegekben (1 MG=100 T) fentr}ol
lefele novekszik! Ruder es tsai (1994) nyoman.
λ [Α]o
2. abra. A Grw+70

8247 jel}u magneses feher torpe optikai sznkepenek kek
tartomanya es a vonalazonostas. A fels}o abra a H es H atmenetekhez tartozo
stacionarius vonalak 10{90 kT kozotti valtozasat mutatja. A tengelyek azonosak az
el}oz}o abraeval. Ruder es tsai (1994) nyoman.
9λ [Α]
Relativ
fluxus
  o
3. abra. A GD 229 es az LB 11146b jel}u feher torpek eszlelt spektruma es a hidrogen
stacionarius vonalai az azonostashoz. A GD 229 eseteben egyetlen vonal azonostasa
sem sikerult. Szinten nem sikerult megmagyarazni az LB 11146b egyes vonalait. A bal
oldali fugg}oleges tengely (uxuss}ur}useg) az el}oz}o ket abrahoz kepest ellentetes iranyu!
Wickramasinghe (1995) nyoman.
Jel
[DN]
Kontroll
     [DN]
λ [Α]ο
4. abra. A Geminga optikai spektruma Martin es tsai (1998) alapjan. A fels}o panelen
a Geminga spektruma, az alson a kalibralo spektrum lathato. A vzszintes tengelyen
a hullamhossz

A egysegekben (1 nm=10

A). A fugg}oleges tengelyeken a uxus 1 DN=
1 egyseg (2.43

A)
 1
(1800 s)
 1
.
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5. abra. Az A0535  26 jel}u neutroncsillag spektruma a rontgentartomanyban. Az
eszlelt spektrumhoz (szakaszok) jobban illeszkedik a nagyobb terer}osseget feltetelez}o
modell (folytonos vonalak). Ez az els}o kozvetlen bizonytek 10
10
T-s terek letezesere.
Araya es Harding (1996) nyoman. (Itt N a fotonok szama,  = cos, ahol  a ter
latoirannyal bezart szoge. A fotonok hullamhossza energiajukkal, !-val van jellemezve.)
elektromagneses sugarzas okozza a klasszikus elektrodinamika szerint. A B-re gy
persze csak egy fels}o becsles kaphato. Manapsag mintegy 500 radiotartomanyban
felfedezett neutroncsillag (pulzar) ismeretes, de az eddigiekb}ol kovetkezik, hogy ezekre
a 2. tablazathoz hasonlo osszealltas nem letezik.
2.2. A modellezesr}ol
A csillagok sznkepenek modellezese a ma megkovetelt pontossaggal igen nehez, nagy
szamtasigeny}u feladat, s mint ilyen jobbara kvul esik a hazai lehet}osegeken. Azonban
jol megvalasztott specialis temakban mi is erdemben hozza tudunk jarulni az itt folyo
munkahoz.
Amit modelleznunk kell, az az eszlelt sugarzasi uxuseloszlas, vagyis
F

(0) =
Z

2
0
Z
2
0
Z
1
0
I

(
0

; ; ') cos  sin d
0

d'd; (1)
(l. pl. Unsold 1968) ahol az F

(

= 0) = F

(0) a monokromatikus uxuseloszlast
jelenti a csillag felsznen a  frekvencia szerint, I

(

; ) a monokromatikus intenzitas,  a
latoiranytol, ' az arra mer}olegesen mert polarszog, 

pedig az optikai melyseg. Szokasos
dencioja d

= 

ds, ahol ds a kozeg geometriai vastagsaga es a 

aranyossagi tenyez}o
a monokromatikus abszorpcios egyutthato. Megjegyzend}o, hogy (1) felrasakor mar az
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un. redukalt sznkepet teteleztuk fel es nem a kozvetlen eszleltet, azaz az eszlelesi
technikakbol adodo zajok, a Fold legkorenek es a csillagkozi anyag zavaro hatasainak
kisz}urese utan kapottat.
A fenomenologikus sugarzaselmelet keretei kozott a csillagokban lezajlo mikrozikai
folyamatokat a 

-n keresztul vesszuk gyelembe es gy vizsgaljuk az elektromagneses
sugarzas terjedeset. I

meghatarozasara az un. transzfer-egyenletek szolgalnak, (l.
Mihalas 1978). Az I

-re vonatkozo megfelel}o egyenlet(ek) felrasahoz szukseges a teljes
(minden lehetseges sugarzasi folyamatot gyelembe vev}o) monokromatikus abszorpcios
koeciens meghatarozasa. A kulonboz}o kotott{kotott, kotott{szabad, szabad{szabad
atmenetekhez tartozo abszorpcios koeciensek additvak, gy lehet}oseg van az egyes
folyamatok fuggetlen targyalasara. A lehetseges kotott{kotott atmenetek (abszorpcio,
spontan es indukalt emisszio) kozul elegend}o egy tpussal foglalkozni, mivel ezek
a folyamatok egymastol nem fuggetlenek. A kapcsolatot kozottuk az Einstein-fele
atmeneti valoszn}usegekre vonatkozo jol ismert relaciok adjak meg (l. pl. Mihalas
1978).
A 

egyutthato a vonalas sznkepre (kotott{kotott atmenetek) felrhato ugy, hogy


= n
0
g
a
e
 E
a
=kT
< 	
a
; r	
b
>
2
(): (2)
A (2) formula ertelmezese a kovetkez}o: tegyuk fel, hogy az adott (;  + d)
frekvenciatartomanyban talalhato egy sznkepvonal. Keletkezzen ez a vonal egy atom
valamilyen E
a
sajatenergiaju allapotabol egy E
b
energiaju allapotaba valo atmenete
soran (abszorpcio eseten E
a
< E
b
). A megfelel}o alapallapotu atomok szams}ur}usege a
csillag legkoreben n
0
, s mivel a csillaglegkorok nagyon jo kozeltessel teljesen relaxalt
plazmaknak tekinthet}ok, az a allapotban tartozkodas valoszn}useget a Boltzmann-
statisztika adja meg; g
a
az a allapot statisztikus sulya, k a Boltzmann-allando, T
a h}omerseklet. Ebb}ol az allapotbol a b-be valo atmenet valoszn}useget adja meg a
kepletbeli skalarszorzat, ahol 	
a
, 	
b
a megfelel}o allapotokhoz tartozo hullamfuggvenyek,
() a normalt vonalprol. A skalarszorzat ilyen felrasa a dipolkozeltesnek felel meg.
Err}ol a 5.1 fejezetben reszletesebben is szo lesz a dolgozat sz}ukebb temaja kapcsan.
Egy csillag sznkepere tekintve, illetve a fentebb elmondottakat gyelembe veve eleg
nyilvanvalonak t}unik az alabbi szamtasi program:
a) A vonalak | helye E
a
,
| er}ossege < 	
a
; r	
b
>
2
,
| prolja ().
b) A folytonos abszorpcios koeciensek kiszamtasa (kontinuum).
c) A megfelel}o aramlasi egyenlet felrasa es megoldasa.
Ez a dolgozat a felsorolt teend}ok kozul az els}o kett}ovel fog reszletesebben foglalkozni.
A vonalak helyet a spektrumon belul ugy kaphatjuk meg, hogy a csillag legkoreben
fellelhet}o atomok es esetleg molekulak vonalait meghatarozzuk. Ez technikailag
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a megfelel}o stacionarius Schrodinger-egyenletek sajatertekeinek meghatarozasaval
egyenertek}u, hiszen a vonalak helye ezutan mar a megfelel}o kivalasztasi szabalyok
gyelembevetelevel a h = E
a
  E
b
kepletb}ol adodik. A mi esetunkben er}os magneses
terbe tett atomok Schrodinger-egyenletet kell megoldani. A problema nehezseget
jelzi, hogy a mai napig csak a legegyszer}ubb nehany atomi rendszerre keszult ilyen
szamolas (H, He, H
 
, H
+
2
, Li
+
). Csillagaszati szempontbol elegend}o szamolas szinte
csak a hidrogenre letezik. Szerencsere a feher torpek es neutroncsillagok tulnyomo
tobbsegenek tisztan hidrogen legkore van, mg egy sokkal kisebb reszuk heliumot is
tartalmazhat (esetleg csak He-t). A jelenseg oka az, hogy a kulonboz}o atomok a
legkorben tomeg szerint rendez}odnek (gravitacios dierencialodas). A nem magneses
feher torpek vizsgalata meger}osti ezt az elkepzelest, hiszen az ismert feher torpek zome
DA tpusu, azaz legkore tisztan hidrogen. Sokkal kisebb a He-legkorrel rendelkez}ok
szama, mg alig nehany kulonleges csillag van peldakent a mas kemiai osszetetelre. A
dolgozat 3.{4. fejezete ennek megfelel}oen a diamagneses Coulomb-problemaval, azaz az
er}os magneses terbe tett hidrogenatom Schrodinger-egyenletevel foglalkozik.
A vonalak relatv er}osseget egy adott h}omersekleten az adja meg, hogy mekkora
a kiindulo allapot populaltsaga (mint azt a (2)-ben lev}o n
0
g
a
exp(:::) tenyez}o jelzi) es
az atmeneti valoszn}useg a vonalat kelt}o ket energia-sajatallapot kozott. A kotott{
kotott allapotok eseten az oszcillatorer}osseget a (2) kifejezesben szerepl}o kvadratikus
funkcional kiszamtasa fogja jelenteni. Mint az az 5. fejezetb}ol kiderul, ez a szamtas
sem tekinthet}o trivialisnak.
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3. Az energia-sajatallapotok
3.1. Alapegyenletek
Ezek utan raterek a dolgozat f}o temajara: az er}os, homogen magneses terbe
helyezett hidrogenatom spektrumanak vizsgalatara. (A magneses ter az atomi
merettartomanyokban jo kozeltessel homogennek tekinthet}o.) Az els}o feladat a
lehetseges energiaszintek kiszamtasa. A Dirac-, ill. Pauli-egyenlet helyett a stacionarius
Schrodinger-egyenlet sajatertekeit hatarozzuk meg, tehat a relativisztikus hatasokat
a szamtasok soran elhanyagoljuk. A kerdessel reszletesen foglalkozik Lindgren es
Virtamo (1979) valamint Doman (1980) cikke. Megallaptasaik szerint a relativisztikus
eektusok hasonlo nagysagrend}uek, mint az elektronok magneses terre mer}oleges
mozgasabol adodok, de a kotott allapotok eseten ezek mindig elhanyagolhatok. Az
olyan relativisztikus eektusok vizsgalata, mint a spin{palya kolcsonhatasbol adodo,
vagy a magneses Lamb-eltolodas, megtalalhatoak Wunner es tsai (1985) cikkeben.
A tovabbiakban vegtelen magtomeget tetelezunk fel. Abban a specialis esetben,
ha az altalanostott impulzus (denciojat es ertelmezeset l. Avron es tsai 1978) zerus,
egzakt skalazo szabaly adhato a vegtelen es veges magtomeg}u eset kozott (l. Pavlov-
Verevkin es Zhilinskii 1980a,b). A tomegkozeppont tetsz}oleges mozgasat is gyelembe
vev}o, altalanos problemaval foglalkozo els}o munkak csak a kilencvenes evekben kezdtek
megjelenni (Vincke es tsai 1992, Potekhin 1994). Ez is jelzi a feladat osszetettseget. A
legujabb ilyen munka Lai es Salpeter (1995) a vegtelen magtomeg}u eset ismereteben ad
kozelt}o megoldast az altalanos problemara.
Az id}ot}ol fuggetlen Schrodinger-egyenlet egy Z rendszamu hidrogenszer}u ionra
^
H	 = E	; (3)
ahol
^
H =
1
2m
e
(p^ 
e
c
A)
2
+ eV; p^ =  ihr; V =  
Z
jrj
: (4)
(l. pl. Landau{Lifsic 1978). Itt a jelolesek a szokasosak:
^
H a Hamilton-operator, 	 a
sajatfuggveny, E az energia-sajatertek, p^ az impulzus-operator, m
e
az elektron tomege,
e a toltese, c a fenysebesseg, V a skalarpotencial (a mag Coulomb-tere), A a magneses
teret jellemz}o vektorpotencial, r az elektron helyvektora, h = h=2, ahol h a Planck-
allando. Legyen
A =
1
2
H r: (5)
Ha az A vektorpotencialt az (5) modon valasztjuk meg, ahol H a magneses
terer}osseg-vektor, akkor ezzel a (4) kifejezeseben a divA tagot nullava tesszuk. (Ezt
az elektrodinamika jol ismert mertekinvarianciaja teszi lehet}ove.)

Igy (4) es (5)
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behelyettestese ill. (4)-ben a negyzetre emeles elvegzese utan (3)
 
h
2
2m
e
	 
ieh
2m
e
c
Ar	+

e
2
2m
e
c
2
A
2
 
Z
r

	 = E	 (6)
alaku lesz (r = jrj). Mutasson a magneses terer}osseg-vektor a z tengely iranyaba, azaz
legyen H = (0; 0; H
z
). Vegyuk eszre, hogy
 
ieh
m
e
c
Ar =
eH
z
m
e
c
^
L
z
;
ahol
^
L
z
az impulzusmomentum-operator z komponense. Mivel az er}os magneses terbe
tett atom kozelt}oleg hengerszimmetrikus, ezutan hengerkoordinatakat hasznalunk.
Atomi egysegeket (m
e
= h = e = 1), illetve a homogen magneses ter jellemzesere
az ! = ejHj=(2m
e
c) Larmor-frekvenciat bevezetve a Hamilton-operator
^
H(%; z) =  
1
2
 + !n
3
+
!
2
%
2
2
 
Z
p
%
2
+ z
2
(7)
alaku lesz. Itt mar az n
3
magneses kvantumszam kerult az impulzusmomentum-operator
z komponense helyere, mivel a
^
H es
^
L
z
operatorok egymassal felcserelhet}ok. Vagyis az
^
L
z
(') = n
3
(') es a (4) sajatertek-egyenlet szimultan kielegthet}o.

Igy a sajatfuggveny
felrhato, mint
	(%; z; ') = (') (%; z)
= (2)
 1=2
exp(in
3
') (%; z): (8)
Ezek utan a megoldando sajatertek-feladat
h
@
2
@%
2
+
1
%
@
@%
+
@
2
@z
2
 
n
3
2
%
2
+
2Z
p
%
2
+ z
2
  !
2
%
2
+ 2E

i
 = 0; (9)
0 < % <1;  1 < z <1; E

= E   !n
3
:
A zikai megoldasok kivalasztasara szolgalo szokasos peremfeltetelek: a megoldasnak a
ter minden pontjaban korlatosnak kell lennie. A kotott allapotokra meg a
Z
	

b
	
a
dV = 
ab
(10)
normalasi feltetelnek is teljesulnie kell, ahol  a komplex konjugaltat jelenti, mg 
ab
a Kronecker-szimbolum. Ez a feltetel a rendszer teljes hullamfuggvenyenek szokasos
normalasa. Ha hengerkoordinatakat vezetunk be
Z
1
 1
Z
1
0
Z
2
0
	

(E
n
)	(E
m
)%d'd%dz = 
nm
; (11)
es alkalmazzuk a (8) szetvalasztast, a  -re az alabbi feltetelt kapjuk:
Z
1
 1
Z
1
0
 

n
 
m
%d%dz = 
nm
: (12)
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A fentiekben a spint}ol vegig eltekintettunk, mivel ez csak +2!, vagy  2! eltolodast
okoz E-ben.
A problema asztrozikai jelent}oseger}ol mar volt szo, de a fenti feladat zikai es
matematikai szempontbol is erdekes. Ismeretes, hogy (9) tovabb mar nem szeparalhato,
s gy a diamagneses Coulomb-problema ketdimenzios sajatertek-feladat (mint ilyen, a
legegyszer}ubb a kvantummechanikaban). A kvantummechanika klasszikus korszakaban
felrt egyenlet vizsgalata mindmaig nem tekinthet}o lezartnak a legutobbi id}ok igen
komoly numerikus es analitikus el}orelepesei (l. Ruder es tsai 1994, Kravchenko es
tsai 1996) ellenere sem. Meg valamire erdemes felhvni a gyelmet. A feladat
klasszikus megfelel}oje, a diamagneses Kepler-problema, a kaotikus rendszerek egyik
alapesete.

Erdekes volna tudni, hogy mi felel meg a klasszikusan kaotikus dinamikanak
a kvantummechanika keretei kozott.
3.2. A sajatertek-feladat megoldasi modszerei
Mivel a (9) feladat alapvet}oen ketdimenzios (nemszeparabilis), a szokasos megoldasi
modszerek rendre igen nagy nehezsegekbe utkoznek. Roviden osszefoglalom a szokasos
eljarasokat, azok eredmenyeit es hianyossagait a jelen feladat szempontjabol. El}oszor a
kotott allapotok kiszamtasaval foglalkozom.
a) Variacioszamtas. Ez a jol ismert, a kvantummechanika kezdetein egyeduralkodo
modszer azon alapul, hogy a sajaterteknek extremalis tulajdonsagai vannak, vagyis az
R
	

^
H	dV
R
	

	dV
= E
energiaintegral minimalis az egzakt 	-vel. Ahhoz, hogy ezt megtalaljuk, feltesszuk,
hogy a sajatfuggveny 	(a
1
; a
2
; :::) alaku, ahol az a
i
-k tetsz}oleges, jol megvalasztott
parameterek. Ha az E sajaterteknek ezen parameterekkel alkotott variaciojat kepezzuk,
akkor ezeknek nullat kell adniuk az extremalis tulajdonsag miatt, vagyis
E
a
i
= 0:
Ha ezt az egyenletrendszert megoldjuk, megkapjuk az alapallapot energiajat. A
gerjesztett allapotok meghatarozasanal azt kell gyelembe venni, hogy a rendszer
hullamfuggvenyei ortogonalisak egymasra. A magasabban fekv}o gerjesztett allapotok
eseteben az ortogonalizalasi feltetelek szama n}o, es ez numerikusan egyre bonyolultabba
teszi a feladatot.
A variacioszamtas mindig csak fels}o korlatot ad E-re, de az eljaras konvergenciaja
nincs bizonytva! Az a
i
parameterek kivalasztasara sincs altalanos modszer, holott
a szamtasok hatekonysagat ezek nagyban befolyasoljak. A variacios hullamfuggveny
igen jol kozelti az egzaktot azokban a tartomanyokban, ahol a
^
H nagy sulyt ad az
energiaintegralban. E tartomanyokon kvul a hullamfuggveny lehet egeszen rossz is,
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ezert a variacioszamtas igazabol csak energia-sajatertekek kiszamtasara alkalmas. A
modszer nem hasznalhato a kontinuumban lev}o allapotok kiszamtasara sem. Tovabbi
gond, hogy a variacioszamtasbol kapott 	 nagyon gyakran nem formalis megoldas. A
formalis megoldasokkal viszont az eljaras rosszul konvergal.
b) A diagonalizacios technikak alapelve a kovetkez}o. A  sajatfuggvenyt
 (%; z) =
1
X
i;j=0
d
ij

f
i
(z)g
j
(%) (13)
alakban keressuk, majd ezt az alakot a feladatba visszahelyettestve, balrol rendre
beszorozva az osszes

f
i
, g
j
-vel es integralva a megfelel}o valtozok szerint egy vegtelen
homogen linearis egyenletrendszert kapunk a d
ij
kifejtesi egyutthatokra. Ennek az
egyenletrendszernek akkor es csak akkor van a trivialistol kulonboz}o megoldasa, ha az
egyutthatoibol kepzett determinans erteke zerus. Ez csak E bizonyos diszkret ertekeinel
kovetkezik be, amelyeket az egyutthatomatrix diagonalizalasaval lehet megkapni (innen
az eljaras neve). A gyakorlatban 30-40 000 elem}u matrixok diagonalizalasa manapsag
megszokott. Ebb}ol a tenyb}ol mindjart kovetkezik is a modszer egyik hatranya: a
sok ezer tag kozott elvesz a zikai tartalom. Igaz, hogy jo sajatertek kaphato, de
az eljaras megis inkabb numerikus csucstechnologianak tekinthet}o, semmint eszkoznek
a zikai folyamatok elemzesere. Az eljaras konvergenciaja itt sem bizonytott.
Tovabba, igen nehez barmit is mondani a hullamfuggvenyr}ol, de valoszn}uleg igen rossz
min}oseg}u azokon a tartomanyokon kvul, amelyeknek a Hamilton-operator nagy sulyt
ad az energiaintegralban. (A diamagneses Coulomb-problemahoz matematikailag igen
hasonlo kvantummechanikai haromtest problemara ismeretes olyan (13) felteves, teljesen
regularis

f , g fuggvenyekkel, amely olyannyira nem formalis megoldas, hogy divergens
(Barcza 1984)!)
c) A multigrid-modszerek inkabb csak elvi lehet}osegek az adott problemaban.
Nagyon sok racspont lenne szukseges a megkvant pontossag eleresehez. Az ilyen
modszerek egyre nagyobb numerikus nehezsegekbe utkoznek a magasabban fekv}o
allapotok eseten.
d) A sajatfuggveny-kifejtesek bizonyultak a legsikeresebb modszernek. Alapfel-
tevesuk szerint a sajatfuggvenyt
 (%; z) =
1
X
i=0
~
f
i
(z)
~

i
(%) (14)
alakban keressuk. Itt a
~

i
fuggvenyekkel denialt bazis altalaban valamilyen jol ismert
ortogonalis fuggvenyrendszerrel azonos, pl. Laguerre-fuggvenyek. Az ortogonalizacios
eljarassal szemben itt egyutthatofuggvenyek vannak, amelyekre csatolt kozonseges
dierencialegyenlet-rendszer adodik. A megfelel}o pontossagu sajatertek kiszamtasahoz
itt altalaban nehany tucat tag szukseges. A tagok szama nagymertekben fugg a
bazisvalasztastol. A jelenleg elerhet}o legteljesebb munka Ruder es tsai (1994) konyve
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is ezt a modszert hasznalja a also allapotokra. A viszonylag kis terer}ossegekre
gombi koordinatarendszerben Legendre-bazisban, a nagyobb terer}osseg-tartomanyban
hengerkoordinatakat hasznalva Landau-bazisban szamoltak. A 6. abra ezen
munka legf}obb eredmenyet mutatja: a diamagneses Coulomb-problema also energia-
sajatallapotainak terer}ossegt}ol valo fuggeset. Jol lathato, hogy a terer}osseg novelesevel
a sajatertekek degeneraciojanak megsz}unese egyre konnyebben meggyelhet}o, valamint
az egesz spektrum latvanyosan osszekeveredik az er}os keveredesi tartomany kornyeken.
.0001 .001 .01 .1 1 10 100 1000
100
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6. abra. A hidrogenatom legalso kotott allapotainak magneses tert}ol valo fuggese.
! a Larmor-frekvencia, E a sajatertek, E
1
= 2!(n
3
+ 1) a Rydberg-energia atomi
egysegekben. Ruder es tsai (1994) nyoman.
A 7. abra { amely mar a tenyleges spektrumot tartalmazza { meg jobban
erzekelteti mindezt. Kis terer}osseg-tartomanyban meg jol meggyelhet}o a jol ismert
Zeeman-felhasadas, a terer}osseg novekedesevel azonban a sznkep a felismerhetetlensegig
osszekavarodik. Meg egy dolog gyelemre melto a fenti ket abraval kapcsolatban: az
oriasi befektetett munka (mintegy szaz ember kb. 15 evi munkaja es tobb mint 2000
ora tiszta futasi id}o egy Cray YMP 2000 szuperszamtogepen) is csak a legalso nehany
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allapot kiszamolasahoz volt elegend}o. A Lyman-sorozatbol 4, a Balmer-sorozatbol 3, a
Paschen-sorozatbol 2 es a Brackett  vonal vegigkovetese volt lehetseges.
ω
7. abra. A hidrogenatom vonalas spektrumanak fuggese a magneses tert}ol. Az abran
a magneses terer}osseget az ! Larmor-frekvenciaval jellemezzuk. Az abran az osszes
eddig kiszamtott vonal szerepel, kiveve az azonos f}okvantumszamu allapotok kozti
lehetseges atmenetekhez tartozokat. Ruder es tsai (1994) alapjan.
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A feher torpekre szerencsere a kisebb terer}ossegek jellemz}oek, gy a leger}osebb
vonalaik azonostasa mar a szamolasok viszonylag korai fazisaban lehetsegesse valt es
latvanyos eredmenyt hozott (l. 2. abra spekrum-azonostasat).
ω
 ω
n 3
8. abra. A diamagneses Coulomb-problema sematikus sajatertek-spektruma egy
nagy ! erteknel. Lathato a szigoruan kotott, az autoionizalodo allapotok, a Landau-
szintek, ill. az ezekhez tartozo rezonanciak rendszere. A nyilak a spin z iranyat jelzik
(s
z
= 1).
A szigoru ertelemben vett kotott allapotokon tul az ionizacios kuszob folott is
leteznek normalhato sajatfuggveny}u allapotok (l. 8. abra). Az osszes n
3
> 0
kvantumszamu allapot lehet ilyen. Ezek az autoionizalodo allapotok. Sajatertekeik
kiszamtasaval nem kell kulon foglalkozni, mivel ezekre igaz, hogy E(+n
3
) = E( n
3
) +
4n
3
!.
Az energianvok egy tovabbi alrendszere az ionizacios kuszob folott fekv}o un.
gerjesztett Landau-szintek es a hozzajuk tartozo termek, amelyeket a Coulomb-potencial
okoz. Ezek a szintek az opacitasba szinten beleszolhatnak mint rezonanciak. Tobb
oldalrol indult meg a munka ezen szintek meghatarozasara. A f}obb modszereket csak
egy-egy mondatban ismertetem, mivel ezekkel az allapotokkal a kes}obbiekben ez a
munka sem foglalkozik. Az els}o probalkozas kozvetlen integralassal tortent.
a) Kozvetlen integralas alatt azt ertem, hogy a (9) egyenletet oldjuk meg a
(12) feltetel nelkul. Pontosabban a sajatfuggveny-kifejtesi eljarasbol kapott csatolt
dierencialegyenlet-rendszerben az els}o Landau-szinthez tartozo allapotokra 1, a
masodiknal 2 stb. nyitott csatornat teszunk fel. Ezekre nem igaz a negyzetesen
integralhatosag, mg a tobbi csatornara igen. Maig az egyetlen ilyen felfogasu publikalt
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munka Friedrich es Chu (1983) cikke. Az altaluk hasznalt vegtelenbeli hatarfeltetel
azonban nagy valoszn}useggel hibas.
b) R-matrix formalizmus. Ez a felfogas a pozitv energiaju allapotok kiszamtasat
szorasi feladatnak fogja fel. Az azoknal szokasos S-matrixos lerast lehet itt is
modostani. A legujabb ilyen munka az adott feladatra Greene es Wang (1991) cikke.
Ezzel a kezelesi moddal azonban van nehany gond. Nem vilagos, hogy er}os magneses
ter eseten a be- es kifuto hullamok mivel azonosak. Tovabba, nem vilagos a kapcsolat
az elektronszorasi es a fotonszorasi rezonancia kozott.
c) A komplex rotacios modszer jelenleg a legnepszer}ubb. Ennek lenyege, hogy
a Hamilton-operatorban es a hullamfuggvenyben egyarant a terkoordinatakat (r)
formalisan az re
i
kifejezessel helyettestjuk. Ennek az lesz a kovetkezmenye, hogy az
gy kapott egyenlet sajatertekei komplexek lesznek. Zerus imaginarius resz}u komplex
sajatertekkent megkapjuk persze a korabbrol jol ismert kotott allapotok energiait is. A
valodi komplex sajatertertekekhez tartoznak a rezonanciak. Sajatfuggvenyeik komplex
argumentumu, negyzetesen integralhato fuggvenyek. A formalis hasonlosag miatt a
valodi kotott allapotok kiszamtasara hasznalt modszerek ezek utan itt is m}ukodnek (l.
Merani es tsai 1995).
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4. A feladat Liu-Starace bazisban
A fent elmondottakbol vilagos, hogy a viszonylag alacsonyan fekv}o, kotott allapotok
kiszamtasara a kulonboz}o sajatfuggveny-kifejtesek a legmegfelel}obbek. A modszer
hatekonysagat nagyban befolyasolja a bazis megvalasztasa.
A (9) feladat nemszeparabilis. Ha egyszer}usteni akarjuk a numerikus kezelest {
es az adott feladatban a kozonseges dierencialegyenletekre vonatkozo problemakat
egyszer}ubbnek tartjuk { megis fel kell tenni valamilyen kvazi-szeparabilitast. Ennek
tobb modja lehetseges. A legegyszer}ubb esetben a (14) feltevessel elunk. Adiabatikus
esetben (amikor a vegtelen osszeget egyetlen taggal kozeltjuk) ez a felteves a teljes
szeparabilitassal egyenertek}u. Behelyettestes utan a
~

i
-re adodo rekurzios relaciobol
felismerhet}o, hogy
~

i
(%) = %
n
3
e
 
!%
2
2
L
n
3
i+n
3
(!%
2
); (15)
ahol L
n
3
i+n
3
a megfelel}o asszocialt Laguerre-fuggveny (nem azonos az altalanostott
Laguerre-fuggvennyel! Az asszocialt Laguerre-fuggveny dencioja megtalalhato Pauling
es Wilson 1935 klasszikus munkajaban.). Ezt a bazist szokas Landau-bazisnak is hvni.
Az
~
f
i
(z) fuggvenyekre adodo csatolt dierencialegyenlet-rendszerben a csatolas csak a
f
i
fuggvenyekt}ol fugg es a csatolomatrix-elemek is egyszer}uen szamolhatok, mivel ezek
Laguerre-fuggvenyeket tartalmazo integralok. Ezek a fenti bazisvalasztas nagy el}onyei.
Hatranya (mint azt latni fogjuk), hogy a jo konvergenciahoz a sorfejtesb}ol viszonylag
sok tagot kell gyelembe venni.
Lehetsegesek altalanosabb bazisvalasztasok is, amelyek mar a bazisfuggvenyek
felrasakor is gyelembe veszik a nonszeparabilitast. Az egyik ilyen
 (%; z) =
1
X
i=0
~
b
i
(%)
i
(%; z): (16)
Itt a 
i
(%; z) bazisfuggvenyekre egy parameteres sajatertek-problema adodik es a csatolt
egyenletrendszer is sokkal bonyolultabb, mint az el}obbi esetben. Belathato az is, hogy
a (16) felteves csak ! ! 0 eseten jo igazan. Tovabba, a bazisegyenletnek a diszkret
mellett folytonos spektruma is van, ami tovabbi bonyodalmakat okozhatna a numerikus
szamolas soran.

Igy a (16) altal denialt bazissal nem foglalkozunk a tovabbiakban.
A (16)-hoz hasonloan altalanos bazist kapunk, ha Liu es Starace (1987) nyoman
feltesszuk, hogy a megoldas
 (%; z) =
1
X
n=0
f
n
(z)
^

n
(%; z) (17)
alakban kereshet}o. Feltesszuk, hogy minden rogztett z-re a
^

n
(%; z) bazisfuggveny
korlatos a % valtozoban es az n-ik sajatfuggveny az n-ik 
n
(z)-vel jel}olt sajatertekhez
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tartozik az alabbi feladatban:
h
@
2
@%
2
+
1
%
@
@%
 
n
3
2
%
2
+
2Z
(%
2
+ z
2
)
1=2
  !
2
%
2
+ 
n
(z)
i
^

n
(%; z) = 0; 0 < % <1: (18)
A (18) sajatertek-feladat sajatfuggvenyeit rogztett z eseten Liu{Starace bazisnak
fogjuk hvni, mivel a fuggvenyek teljes ortogonalis rendszert alkotnak. A bazis legyen
1-re normalt az
Z
1
0
^

n
0
^

n
%d%  (
^

n
0
;
^

n
) = 
n
0
n
(19)
kepletnek megfelel}oen. Ebben az esetben a (9) es (18) egyenletekb}ol kovetkezik, hogy
az ff
n
(z)g
1
n=0
fuggvenyeknek az
d
2
f
n
dz
2
+
h
2E

  
n
(z)
i
f
n
+
1
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n
0
=0
h
A
nn
0
f
n
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nn
0
df
n
0
dz
i
= 0; (20)
 1 < z <1; n = 0; 1; : : : ;
vegtelen, kozonseges dierencialegyenlet-rendszert kell kielegteniuk, ahol
A
nn
0
(z) =

^

n
;
@
2
^

n
0
@z
2

; B
nn
0
(z) = 2

^

n
;
@
^

n
0
@z

(21)
es a (19) ortonormaltsag miatt B
nn
= 0, B
nn
0
=  B
n
0
n
. Mint azt Liu es Starace
(1987) megmutatta a (17) felteves adiabatikus kozeltesben is igen jo eredmenyeket
ad, osszehasonltva mas, egyszer}ubb bazisvalasztast hasznalo szamolasokkal. Azokban
tucatnyi tagot gyelembe kellett venni a megfelel}o pontossaghoz, mg a Liu{Starace
bazisban mar az adiabatikus kozeltes is kielegt}o volt. A Liu{Starace bazis viselkedeset
nemadiabatikus kozeltesben eddig senki nem vizsgalta. Ennek oka talan abban
kereshet}o, hogy a bazisfuggvenyek csak numerikusan allthatok el}o, illetve a csatolt
egyenletrendszerben a csatolas f
n
(z) derivaltakat is tartalmaz es ezek { ha a szokasos
modszereket hasznaljuk { bonyolultta teszik a numerikus kezelest.
Az altalunk alkalmazott modszer azonban megengedi, hogy a (9) megoldasat
szetvalasszuk ket lepesre. El}oszor csak az E

sajatertekeket keressuk meg. Mint
a kes}obbiekb}ol latni fogjuk, a  sajatfuggvenyek meghatarozasa a sajatertekek
ismereteben egy kulon lepesben tortenhet. Ez eljarasunkat minden szokasos modszert}ol
megkulonbozteti. Igazabol a fuggvenyek ertekeire nincs is szuksegunk, mivel az
atmeneti valoszn}usegek is megkaphatok kozvetlenul a sajatertekek ismereteben! A
tovabbiakban megmutatjuk, hogy sem a (20) csatolt egyenletrendszer felrasahoz,
sem megoldasahoz (E

meghatarozasahoz) nincs szukseg a 
n
(%; z) bazisfuggvenyek
ertekeire, valamint megmutatjuk, hogy a hasznalt modszer numerikusan is jol viselkedik.
Ezzel bazisvalasztasunk bonyolultsagat { azaz azt, hogy ezek a fuggvenyek csak
numerikusan adhatok meg { megszuntetjuk. Mindezek egyutt azt mutatjak, hogy a
kifejlesztett uj eljarasunk majdnem minden teruleten jobb, mint a korabbiak.
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A kovetkez}okben er}osen tamaszkodunk a szingularis peremertek-problemak
elmeleteben elert egyes matematikai eredmenyekre. Esetunkhoz az elvi alapok
es a hibabecslesek a regularis szingularitas esetere Balla (1977, 1988) cikkeiben
talalhatok. Az irregularis szingularitasra vonatkozo folhasznalt eredmenyeket Birger
es Lyalikova (1965), Abramov es Balla (1993) dolgozatai tartalmazzak. A szingularis
sajatertek-problemakat attekint}o modon targyaljak Abramov es tsai (1980). A fent
idezett specikus problemakat (pl. sajatertekek es sajatfuggvenyek kiszamtasa,
sajatfuggvenyek alkotta kvadratikus funkcionalok meghatarozasa) egyest}o altalanos
elmelet a skalaris Schrodinger-egyenletre Kitoroage es tsai (1987) osszefoglalo
dolgozataban talalhato, mind regularis, mind szingularis esetre. Az ismertetend}o
modszer teljesen uj a fenti (9) egyenlet megoldasaban es a (20)-hez szukseges kvadratikus
funkcionalok kiszamtasaban is.
4.1. A bazisegyenlet
Az E sajatertekek meghatarozasahoz { a (20) egyenletrendszer felrasahoz { ismernunk
kell a 
n
(z) es az A
nm
(z), B
nm
(z) fuggvenyek ertekeit. Mivel ezeket a (18) bazisegyenlet
(es a (19) feltetel) meghatarozza, el}oszor ezzel foglalkozunk.
A (%; z) =
p
%
^
(%; z) transzformacio utan a (18) egyenlet az alabbi alakot olti

00
(%; z) + [q(%; z) + (z)](%; z) = 0; (22)
ahol
0
a @=@% derivalast jelenti,
q(%; z) =
1
4
  n
3
2
%
2
+
2Z
(%
2
+ z
2
)
1=2
  !
2
%
2
: (23)
A (22) feladat egy parameteres (z), masodrend}u, szingularis peremertek-problemara
vonatkozo sajatertek-feladat. A feladat osszetettseget tobb lepesben csokkentjuk.
El}oszor a szingularis peremfelteteleket vizsgaljuk meg.
A numerikus szamtasok soran a szingularis peremfeltetelek kiszabasanak tobb
modja lehetseges. A legegyszerubb az, amikor az egzaktul csak a szingularis helyen
igaz feltetelt a feladat szempontjabol megfelel}oen valasztott, de veges erteknel szabjuk
ki. Ez a kozeltes azon tul, hogy numerikusan neha szuksegtelenul nagy integralasi
intervallumot igenyel, elvi szempontpol is kifogasolhato, hiszen az eredeti feladatot attol
szerkezeteben kulonboz}o (regularis) feladattal helyettesti, amelynek a megoldasai nem
csak a szingularis hely kozeleben fognak kulonbozni az eredeti feladateitol.
Egy masik lehetseges modszer, hogy a megoldast konvergens hatvanysor formajaban
keressuk a szingularis hely kornyeken. Az egyenletb}ol meghatarozzuk a hatvanysor
szukseges egyutthatoit, majd a numerikus integralast ebb}ol a megoldasbol (a
konvergenciasugarnak megfelel}o regularis pontbol) indtjuk. Sajnos nem garantalhato,
hogy a feltetelezett sorfejtesek letezzenek, illetve sokszor csak rosszul szamolhato
altalanostott (pl. tortkitev}oj}u hatvanyokat is tartalmazo) sorfejteseket kapunk.
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A fenti modszerek helyett tegyuk a kovetkez}oket! El}oszor foglalkozzunk a z 6= 0
esettel. A q(%; z) potencial felrhato az alabbi alakban:
q(%; z) =
1
%
2
1
X
i=0
q
i
%
2i
; ha
%
z
< 1;
q(%; z) = %
2
1
X
i=0
~q
i
%
 i
; ha
%
z
> 1; (24)
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ha i  2:
A megfelel}o q
i
es ~q
i
egyutthatok a (24) sorfejteseknek a (22) egyenletbe valo berasaval
adodtak. Innent}ol kezdve, ha ez nem okoz zavart, a z argumentumot elhagyjuk.
A (22) egyenlet keresett  megoldasa korlatos % szerint a (0;1) intervallum mindket
vegpontjaban (a tobbi megoldas nem korlatos). Ezzel az alltassal ekvivalens az, hogy
(i) a keresett megoldasra minden elegend}oen kicsi % (% z) eseten
%
0
(%) = (%)(%); (25)
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(Balla 1977).
(ii) a keresett megoldasra tetsz}oleges, eleg nagy % eseten (% z),

0
(%) = %(%)(%); (28)
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i l 1
  (i  2)
i 2

; ha i  3;(30)
Birger es Lyalikova (1965) nyoman.

Igy, ha egy kis % = %
0
-t rogztunk (25)-ban es egy
nagy % = %
1
-t (28)-ban, akkor egy a (22) egyenlettel a [%
0
; %
1
] intervallumon ekvivalens
sajatertek-problemat kapunk. A rogztett vegpontokban hatarfeltetelul (25) es (28)
25
szolgal. Ez a feladat most mar mentes a szingularitasoktol. Mas szavakkal: a szingularis
problemat egy veges intervallumon vele ekvivalens problemava transzformaltuk. Azaz
a (25) es (28) alaku hatarfeltetel akkor es csak akkor letezik, ha a keresett (korlatos)
megoldas letezik. Ez matematikailag egzakt, ugyanakkor numerikusan is pontosabb,
mint a fentebb emltett ,,szokasos" kezelesek.
Ezek utan a kovetkez}o lepes a (22), (25), (28) peremertekproblema numerikus
integralasa. Mi a feladatot kezdetiertek-feladatokra vezetjuk vissza es azokat integraljuk.
A megfelel}o kezdetiertek-feladatok felrasarol es az alkalmazott modszer altalanos
jellemz}oir}ol l. a 8.1. fuggeleket.
Denialjuk implicit modon a r(%);(%) fuggvenyeket a
(%) =
r(%)
w(%)
sin(%); 
0
(%) = w(%)r(%) cos(%) (31)
relacioval. Tulajdonkeppen, (31) egy modostott Prufer-transzformacio (l. pl. Pryce
1993), ahol a w(%) egy majdnem tetsz}oleges skalazo fuggveny. Mindossze annyit kotunk
ki, hogy a lim
%!0
w(%) = w
0
es a lim
%!1
w(%) = w
1
egyarant letezzenek (legyenek veges
ertekek). A w(%) skalazo fuggveny arra szolgal, hogy az alabb bevezetett egyenleteknek
kell}oen sima megoldasuk legyen. A skalazofuggveny konkret alakja a q potencialtol fugg.
Az alacsonyabb energiaju allapotok szamolasakor w(%)  1 is megfelel}o valasztas.
Ha a (31) relaciot visszahelyettestjuk a (22) egyenletbe, egyenletet kapunk a 
fazisra es az r amplitudora

0
= w
2
cos
2
+
1
w
2
[q(%; z) + ] sin
2
+
(w
2
)
0
w
2
sin 2
2
; (32)
r
0
=  v(%; z)r; (33)
ahol
v(%; z) =
h
q(%; z) + (z)
w
2
(%)
  w
2
(%)
i
sin 2
2
+
[w
2
(%)]
0
w
2
(%)
cos 2
2
: (34)
A (25) feltetelt veve %
0
-nal ill. (28)-t %
1
-nel kapjuk, hogy
(%
0
) = arctan
%
0
w
2
(%
0
)
(%
0
)
(35)
es
(%
1
) =   arctan
%
1
(%
1
)
w
2
(%
1
)
+ (n+
1
2
): (36)
Mint korabban is, az also kepletben szerepl}o n a sajatfuggveny sorszama, amely egyben
zerushelyeinek szamat mutatja. (A  es r fuggvenyek n indexet nem rtuk ki.) Legyen
a (32) egyenlet megoldasa a (35) kezdeti feltetellel 
l
(%) es a (36) feltetellel 
r
(%). Ezzel
mar meghataroztuk tehat azt a ket Cauchy-feladatot, amelynek megoldasa megadja a
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
n
sajatertekeket: ha ugyanis  sajatertek, akkor egy tetsz}olegesen rogztett kozbuls}o
0 < % = %
c
< 1 pontban a problemak megoldasai egybeesnek, azaz 
l
(%
c
) = 
r
(%
c
):
Mivel mindket kezdetiertek-problema megoldasa monoton a  parameterben, minden
egyes 
n
sajatertek megkaphato egy egyszer}u biszekcios algoritmussal, kiindulva egy
intervallumbol, amely tartalmazza a sajaterteket. (Az eredmenyeket a 4.4 fejezet
tartalmazza.)
A sajatertekek meghatarozasa utan terjunk ra az r(%) amplitudo egyenletre. A
(33)-es egyenlet linearis. Valojaban nem is egy, hanem ket fuggvenyunk van r
l
(%) es
r
r
(%) az r
l
(%
c
) = r
r
(%
c
) = r
c
csatolo feltetellel, amely a megfelel}o l; r index}u (33)
egyenletnek a kezdeti felteteleket szolgaltatja. Az r
c
erteket egyertelm}uen meghatarozza
a sajatfuggvenyre vonatkozo normalasi feltetel. Fontos kiemelni, hogy a (33) egyenlet
megoldasara sem a 
n
sajatertekek kiszamtasanal, sem a kes}obbi fejezetekben szerepl}o
A
nn
0
es B
nn
0
illetve E

szamolasanal sincs szukseg. Amire szuksegunk lesz, az mindossze
az r
c
erteke.
Mindazonaltal, ha a  fuggvenyek megis erdekesek lennenek valamilyen okbol
megadom ezek celszer}u kiszamtasi modjat. Vezessuk be  = +=2 fuggvenyt! Ekkor
(%) =  
r(%) sin(%)
w(%) sin[(%)  (%)]
alakban kaphato meg. A szukseges egyenletek ekkor a -re es r-re (32), ill. (33)
egyenletekb}ol kaphatok. Az integralast a %
c
kozbuls}o ponttol a ket vegpont fele kell
vegezni.
Ez utan a kozbevetes utan folytassuk targyalasunkat: r
c
meghatarozasat sem ugy
vegezzuk, ahogyan az szokasos, vagyis a nemnormalt sajatfuggvenyek normalasaval egy
numerikus integralas segtsegevel. Mi az integralt ket reszre bontjuk, kovetve Kitoroage
es tsai (1987) ajanlasat. Vezessuk be a h
l
(%); h
r
(%) fuggvenyeket ugy, hogy
Z
%
0

2
(; z)d = r
l
2
(%; z)h
l
(%; z) es
Z
1
%

2
(; z)d =  r
r
2
(%; z)h
r
(%; z): (37)
Felhasznalva (33)-t (37) derivalasa a (33)-t a
h
0
i
(%) =
1
w
2
(%)
sin
2

i
(%) + 2v
i
(%)h
i
(%); i = l; r (38)
egyenletekre vezet. Nyilvanvalo, hogy lim
%!0
r
l
2
h
l
= 0, amib}ol kovetkezik, hogy
lim
%!0
h
l
= 0. Belathato, hogy
h
l
(%) =
1
X
j=1
h
(j)
l
%
j
es azt kapjuk, hogy h
(1)
l
= h
(2)
l
= 0; h
(3)
l
= w
0
2
=[
0
2
(2
0
+1)] ahol gyelembe vettuk a
(26) es (27) osszefuggest. Masreszt, h
r
(%) korlatos marad, ha %!1. Az is bizonythato,
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hogy
h
r
(%)  %
 6
1
X
j=0
h
(j)
r
%
j
es a (29), (30) osszefuggesek segtsegevel kapjuk, hogy h
(0)
r
= w
1
2
=(2
3
0
): Tehat,
kozelteseink vannak a h
l
(%
0
); h
r
(%
1
) ertekekre. Ezekkel a kezdeti ertekekkel
megfogalmazhatunk egy kezdetiertek-problemat h
l
; h
r
-re, amelyet aztan a stabil iranyba
kell integralni. Nevezetesen h
l
-t %
0
-tol, mg h
r
-t %
1
-t}ol egy bels}o pontig (%
c
-ig) kell
integralni. A (19) ortonormalasi feltetelb}ol es a (37) egyenletb}ol kovetkezik, hogy
Z
1
0

2
(; z)d = r
l
2
(%; z)h
l
(%; z)  r
r
2
(%; z)h
r
(%; z) = 1: (39)
A (38) egyenletekre vonatkozo numerikus integralasokat elvegezve, es a (39) osszefuggest
egy kozos %
c
pontban felrva a
r
c
= [h
l
(%
c
)  h
r
(%
c
)]
 1=2
(40)
keplethez jutunk.

Ujbol megjegyzend}o, hogy a normalas anelkul tortenik, hogy a
fuggvenyt tenylegesen kiszamolnank es aztan numerikusan normalnank. A normalashoz
csak a sajatertekre van szukseg. (A kovetkez}o fejezetben a fenti kifejezesekben egy ujabb
also indexet is bevezetunk, amellyel azt jelezzuk, hogy melyik sajatertekhez tartozo r
c
-
r}ol van szo.)
Terjunk at most a z = 0 esetre. Ekkor
q(%; 0) =
1
4
  n
3
2
%
2
+
2Z
%
  !
2
%
2
:
Ahhoz, hogy a fenti eljarashoz valo hasonlosag kit}unjek, hasznosak a kovetkez}o alakok:
q(%; 0) =
1
%
2
4
X
i=0
q
i
%
i
; q(%; 0) = %
2
4
X
i=0
~q
i
%
 i
; (41)
ahol q
0
=
1
4
  n
3
2
; q
1
= 2Z; q
2
= q
3
= 0; q
4
=  !
2
(q
i
= 0; i > 4) es
~q
0
=  !
2
; ~q
1
= ~q
2
= 0; ~q
3
= 2Z; ~q
4
=
1
4
  n
3
2
(~q
i
= 0; i > 4):
Vegyuk eszre, hogy ellentetben (24)-gyel %  1 eseten % paratlan hatvanyai is
megjelennek. Ezert a (25) relacio ugyan igaz marad, de (26)-ot az alabbi sorfejtes
valtja fel: helyettestend}o:
 =
1
X
i=0

i
%
i
; 
0
=
1
2
+ jn
3
j; 
1
=  
2Z
1 + jn
3
j
; 
2
=  

2
1
2 + jn
3
j
;

3
=  
2
1

2
3 + jn
3
j
; 
4
=
!
2
 
P
3
l=1

l

4 l
4 + jn
3
j
; 
i
=  
P
i 1
l=1

l

i l
i+ jn
3
j
: (42)
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(A z = 0 es z 6= 0 eset kozott az elmelet szempontjabol ez a lenyeges kulonbseg, nem
pedig q sorfejtesenek vegtelen ill. veges volta. Az altalanos alltas azt mondja ki, hogy
ha q sorfejtese q(%) = 1=(%
2
)
P
1
i=0
q
i
%
i
, akkor  =
P
1
i=0
q
i

i
alaku. Specialis esetben, ha
q
2l+1
= 0 minden l = 0; 1; : : : ;-ra, akkor 
2l+1
= 0 is fennall.)
Elegend}oen nagy %-ra (%  1), a (28) relaciok valtozatlanok maradnak, eltekintve
nehany egyutthatotol (30)-ban, amelyeknel ~q
i
= 0; i > 4 eseten. Egyebkent minden,
amit lertunk a korabbiakban, igaz marad a z = 0 esetben is. A fentiekben lert modszer
alapelvei Abramov es tsai (1980) cikkeben talalhatok.
A (22) tpusu sajatertek-egyenletek megoldasaban a szokasos modszerekkel
osszevetve a fentieket a kovetkez}ok tortentek: [1] szingularis problema helyett
egy adott intervallumon ezzel ekvivalens, regularis problemat vizsgaltunk, [2]
masodrend}u peremertek-problema helyett ezzel ekvivalens els}orend}u kezdetiertek-
feladatokat oldottunk meg, [3] a sajatfuggveny numerikus normalasa helyett is els}orend}u
Cauchy-feladatot oldunk meg.
4.2. A csatolomatrixok
Ebben a reszben megmutatjuk, hogy (21)-ban szerepl}o sajatfuggvenyekb}ol es azok
derivaltjaibol allo A
nn
0
es B
nn
0
integralok direkt kiszamtasa kikerulhet}o. S}ot, a
kozismerten instabil numerikus derivalasok helyett is egy stabil modszert fogunk
hasznalni. Tovabba az el}oz}o fejezetben lert normalasi eljarashoz hasonlo modon, az
integrandusok kiszamtasa (pl. a sajatfuggvenyeke) itt sem szukseges.
Vezessuk be a kovetkez}o jeloleseket: 

p
= @
p
=@z es 
p
(%; z) = @
2

p
(%; z)=@z
2
.
(22) miatt 

p
(%; z) es 
p
(%; z) kielegti az alabbi egyenleteket


p
00
(%; z) + [q(%; z) + 
p
(z)]

p
(%; z) =  #
p
(z)
p
(%; z) 
@q(%; z)
@z

p
(%; z); (43)

p
00
(%; z) + [q(%; z) + 
p
(z)]
p
(%; z) =
 2#
p
(z)

p
(%; z)  2
@q(%; z)
@z


p
(%; z) 
@#
p
(z)
@z

p
(%; z) 
@
2
q(%; z)
@z
2

p
(%; z); (44)
ahol #
p
(z) = @
p
(z)=@z.
Szorozzuk meg a (43) egyenlet mindket oldalat 
p
-vel es integraljunk a (0;1)
intervallumon. Parcialis integralassal, gyelembe veve a (19) ortonormalast a (22)
egyenletet, valamint a fuggvenyek vegpontokbeli viselkedeset, azt kapjuk, hogy
#
p
(z) =  
Z
1
0

p
2
(%; z)
@q(%; z)
@z
d%: (45)
Ha (43)-t megszorozzuk 
q
-val, ahol q 6= p, akkor az el}obbi eljaras a kovetkez}ore
vezet:
Z
1
0


p
(%; z)
q
(%; z)d% =
1

q
(z)  
p
(z)
Z
1
0

p
(%; z)
q
(%; z)
@q(%; z)
@z
d%: (46)
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Ha z 6= 0, akkor az l
1
(%; z) = 1=(%
2
+ z
2
)
3=2
; l
2
(%; z) = 1=(%
2
+ z
2
)
5=2
;
I
(i)
pq
(z) =
Z
1
0

p
(%; z)
q
(%; z)l
i
(%; z)d%; i = 1; 2; (47)
J
pq
(z) =
Z
1
0


p
(%; z)
q
(%; z)l
1
(%; z)d% (48)
jelolesek mellett a (45) es (46) kifejezes leegyszer}usodik az
#
p
(z) = 2ZzI
(1)
pp
(z);
Z
1
0


p
(%; z)
q
(%; z)d% =
2Zz

p
(z)  
q
(z)
I
(1)
pq
(z); p 6= q; (49)
alakra, amib}ol nyilvanvalo, hogy
#
p
(0) = 0;
Z
1
0

p
(%; z)
q
(%; z)
@q(%; z)
@z
d% = 0: (50)
Ugyanezt az eljarast alkalmazva (44)-re (z 6= 0 eseten) nemi szamolas utan arra
jutunk, hogy
Z
1
0

p
(%; z)
q
(%; z)d% =
2Z

p
(z)  
q
(z)

(
I
(1)
pq
(z) + 2zJ
pq
(z)  z
2
"
3I
(2)
pq
(z) +
4Z

p
  
q
I
(1)
pp
(z)I
(1)
pq
(z)
#)
; q 6= p: (51)
Az ortonormaltsag miatt
Z
1
0

p
(%; z)
p
(%; z)d% =  
Z
1
0


2
p
(%; z)d% (52)
azonossag. (Csak a torteneti erdekesseg kedveert jegyzem meg, hogy a (45), (46) es (51)-
nek megfelel}o relaciokat altalanos hullamfuggvenyekkel el}oszor Feynman (1939) vezetett
le.)
Tekintsuk el}oszor az I
(i)
pq
(z); i = 1; 2; p; q = 0; 1; : : : ; z 6= 0 integralokat!
Kiszamolasuknal hasonlo modon jarunk el, mint (37) kiszamtasanal, s melynek alapjai
Kitoroage es tsai (1987) munkajaban talalhatok. Legyen
Z
%
0

p
(; z)
q
(; z)l
i
(; z)d = r
pl
(%; z)r
ql
(%; z)k
l(i)
pq
(%; z);
Z
1
%

p
(; z)
q
(; z)l
i
(; z)d =  r
pr
(%; z)r
qr
(%; z)k
r(i)
pq
(%; z) (53)
es j = l; r jeloles mellett kapjuk, hogy
k
(ji)
pq
0
(%) = [v
(ji)
p
(%) + v
(ji)
q
(%)]k
(ji)
pq
(%) +
l
i
sin
p
(%) sin
q
(%)
w
p
(%)w
q
(%)
: (54)
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Hatarozzuk meg ehhez a szingularis problemahoz a kezdeti ertekeket egzakt modon,
ahogyan azt a 4.1 reszben tettuk! z 6= 0 esten ekkor
k
l(i)
pq
(%
0
) =
%
0
3
w
p0
w
q0
l
(i)
0

0
2
(2
0
+ 1)
+O(%
0
4
); ahol l
(1)
0
=
1
z
3
; l
(2)
0
=
1
z
5
(55)
k
r(1)
pq
(%
1
) =
~
l
(1)
0
w
p1
w
q1
%
 6
1
2
3
0
+O(%
 7
1
); (56)
k
r(2)
pq
(%
1
) =
~
l
(2)
0
w
p1
w
q1
%
 8
1
2
3
0
+O(%
 9
1
); es
~
l
(i)
0
= 1; i = 1; 2:
Konnyen ellen}orizhet}o, hogy I
(2)
pq
(0) kiesik. I
(1)
pq
(0) szamolasa soran az egyetlen kulonbseg
a fentiekhez kepest, hogy k
l(1)
pq
(%
0
) = 1=[2
0
2
(
0
  1)] +O(%
0
).
Vegul
I
(i)
pq
(z) = [k
l(i)
pq
(%
c
)  k
r(i)
pq
(%
c
)]r
pc
r
qc
: (57)
a z es i megfelel}o ertekeire.
Ezutan mar csak J
pq
(z)-t illetve a (52) jobb oldalan allo kifejezest kell kiszamolnunk.
Ebb}ol a celbol tegyuk fel, hogy


p
(%; z) =
1
X
t=0

pt
(z)
t
(%; z); ahol 
pt
(z) =
Z
1
0


p
(%; z)
t
(%; z)d% (58)
akkor
J
pq
(z) =
1
X
t=0;t6=p

pt
(z)I
(1)
tq
(z) (59)
is fennall (
pp
(z) = 0 az ortonormalas miatt). Mindebb}ol kozvetlenul adodik, hogy

pt
(z) =
2Zz

p
  
t
I
(1)
pt
ha p 6= t; (60)
Z
1
0


2
p
(%; z)d% =
1
X
t=0

pt
(z)
Z
1
0


p
(%; z)
t
(%; z)d%
= 4Z
2
z
2
1
X
t=0;t6=p
2
4
I
(1)
pt
(z)

p
(z)  
t
(z)
3
5
2
; (61)
J
pq
(z) = 2Zz
1
X
t=0;t6=p
I
(1)
pt
(z)I
(1)
tq
(z)

p
(z)  
t
(z)
: (62)
Megjegyezzuk, hogy I
(i)
pq
= I
(i)
qp
. A matrixelemek vegs}o alakjai mindezek utan:
B
nn
(z) = 0; B
nn
0
(z) =
4Zz

n
0
(z)  
n
(z)
I
(1)
nn
0
(z) ; n 6= n
0
; (63)
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A
nn
(z) =  4Z
2
z
2
1
X
t=0;t6=n
2
4
I
(1)
nt
(z)

n
(z)  
t
(z)
3
5
2
; (64)
A
nn
0
(z) =
2Z

n
0
(z)  
n
(z)

8
<
:
I
(1)
nn
0
(z)  z
2
2
4
3I
(2)
nn
0
(z) + 4Z
0
@
I
(1)
nn
0
(z)I
(1)
n
0
n
0
(z)

n
0
(z)  
n
(z)
 
1
X
t=0;t6=n
0
I
(1)
n
0
t
(z)I
(1)
nt
(z)

n
0
(z)  
n
(z)
1
A
3
5
9
=
;
: (65)
(A kiszamolt A
nn
0
, B
nn
0
fuggvenyek kozul nehanynak a grakonja megtalalhato a 4.4
fejezetben.)
4.3. A csatolt egyenletrendszer
A gyakorlatban a (20) vegtelen egyenletrendszer helyett csak egy veges N meret}ure
csonktottal tudunk foglalkozni. Azaz a kovetkez}o sajatertek-problemat vizsgaljuk
N; N = 1; 2; : : : rogztett ertekeire:
d
2
F
N
dz
2
+ B(z)
dF
N
dz
+ [A(z) M(z)]F
N
=  2E
N
F
N
; (66)
 1 < z <1;
ahol N = 1; 2; : : : ; az F
N
fuggvenyvektort korlatosnak tetelezzuk fel. Az F
N
(z) vektor
az F
N
(z) = [f
N
0
(z); f
N
1
(z); : : : ; f
N
N 1
(z)]
T
modon epul fel, ahol f
N
i
az N: csonktott
rendszerhez tartozo f
i
-t jelenti. T-vel jeloljuk a vektor transzponaltjat, a kes}obbiekben
a matrixoket is gy fogjuk. A B(z) antiszimmetrikus matrix elemei B
nn
0
(z); n; n
0
=
0; : : : ; N   1, mg az A(z) matrixe az A
nn
0
(z); n; n
0
= 0; : : : ; N   1. Az M(z) matrix
diagonalis oly modon, hogy M(z) = diag[
0
(z); : : : ; 
N 1
(z)].
(9) es (17) miatt az F
N
sajatvektorok vagy parosak vagy paratlanok.

Igy, ha
n
3
6= 0, akkor elegend}o a problemat a [0;1) intervallumon vizsgalni. Hatarfeltetelul
F
N
(0) = 0 adodik a paratlan megoldasokra, mg a parosak eseteben F
N 0
(0) = 0. (Ebben
a fejezetben a vessz}o z szerinti derivaltat jelent.) Amikor n
3
= 0, azAmatrix szingularis
a z = 0 helyen, ugyanakkor a keresett megoldasoknak regularisoknak kell lenniuk. Ezert
ezzel az esettel kulon kell foglalkozni. Az intervallum most is redukalhato, de csak a
[z
0
;1)-re, ahol 0 < z
0
 1. Az igazi hatarfeltetelt ekkor a z
0
-ra kellene kiszabni.
Szerencsere a rendszer csak gyengen szingularis a z = 0 pontban, ellentetben peldaul
a 4.1 fejezetben targyalt esettel, gy a z = 0-ban felrt linearis feltetel elfogadhato
marad z
0
-ra is. (Persze ezek kozul csak azok, amelyek paros{paratlan megoldasokat
szolgaltatnak.) Tehat egy z
0
pontban, amely kell}oen kozel van a z = 0 ponthoz, a
hatarfeltetelek az F
N
(z
0
) = 0 es F
N 0
(z
0
) = 0 feltetelekkel kozelthet}ok.
Ezek utan redukaljuk a problemat veges intervallumra a skalaris esethez hasonlo
modon. Amikor z ! 1, az A(z) es B(z) 0-hoz tart z valamilyen negatv hatvanya
szerint (l. Barcza 1996), ugyanakkor M(z) = M
1
+ O(1=z). Tudjuk, hogy a
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helyes E

k
; k = 0; 1; 2; : : : sajatertekek a nem autoionizalodo allapotokra mindig
kisebbek, mint lim
z!1

n
(z)=2; n = 0; 1; : : :. A 
n
(z) fuggveny n szerint monoton
rogztett z-nel, illetve z szerint monoton rogztett n-nel, es tetsz}oleges k-ra igaz, hogy
E

k
< lim
z!1

0
(z)=2. Feltesszuk, hogy ugyanez igaz a veges rendszer E
N
k
sajatertekeire
is, vagyis hogy aM
1
 2E

I
N
diagonalis matrix pozitv denit. (Itt I az egysegmatrixot
jelenti az also index pedig a rendjet jelzi.) Az F
N
(z) megoldas korlatossagabol
z ! 1 eseten kovetkezik (lasd Birger es Lyalikova 1965), hogy elegend}oen nagy z-
nel F
N 0
(z) = (z)F
N
(z), ahol lim
z!1

2
(z) = M
1
  2E

I, 
1
= lim
z!1
(z) pedig
negatv denitnek valasztando. Ezen osszefuggest kozeltve hasznalhatjuk az alabbi
hatarfeltetelt
F
N 0
(z
1
) = 
1
F
N
(z
1
); (67)
ahol persze z
1
-t megfelel}oen nagyra valasztottuk. Pontosabb hatarfeltetel kaphato
F
N 0
(z
1
) = ~
1
F
N
(z
1
) alakban, ha az ~
1
-t pontosabban kozeltjuk felhasznalva az

0
+ 
2
+ B +A M+ 2E

I
N
= 0 (68)
denialo matrixegyenletet -ra. Ugyanugy, ahogyan a 4.1 fejezetben, tobb egyutthato
is gyelembe vehet}o az A, B es M z szerinti sorfejteseiben s ezaltal (z) sorfejteseben
is tobb tag szamthato ki.
Kovetkez}o lepeskent rjuk at a paros es a paratlan problemat els}orend}u
egyenletrendszerre a kovetkez}o modon:
G
0
+ P(z; E

)G = 0; z
1
 z  z
1
; (69)
ahol
G =
 
F
N
F
N 0
!
; P(z; E

) =
 
0
N
 I
N
A M+ 2E

I
N
B
!
; (70)
Az N . rend}u nullmatrixot 0
N
-val jeloltuk. A megoldast keressuk a [z
1
; z
c
), (z
c
; z
1
]
intervallumokon Bahvalov (1977) nyoman
G(z) = Y
(q)
(z)c
(q)
(z) (71)
alakban, ahol Y
(q)
(z) 2N  N -es matrix mg c
(q)
(z) N elem}u vektor es q = li, r, ahol
az i = e; o. Az e (= even) index a paros az o (= odd) pedig a paratlan megoldasokhoz
tartozik. Tovabba z
1
= z
0
, 0 < z
0
 1, ha n
3
= 0, egyebkent z
1
= 0, z
1
 1 es q = li,
vagy q = r. A normalt bal oldali kezdeti feltetelek a parossagbol, ill. paratlansagbol
adodnak a korabban mondottaknak megfelel}oen,
Y
lo
1
=
 
0
N
I
N
!
Y
le
1
=
 
I
N
0
N
!
: (72)
Celszer}u a jobb oldali hatarfeltetelt is normalni.

Igy ez
Y
r
1
=
 
(
T
1

1
+ I
N
)
 1=2

1
(
T
1

1
+ I
N
)
 1=2
!
: (73)
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Az adjungalt rendszerek klasszikus elmelete szerint, ha egy G(z; E

) fuggvenyvektor
megoldasa (69)-nek, akkor U
T
(z; E

)G(z; E

)  0, ha U(z; E

) = V (z; E

)W (z; E

) es
V (z; E

) egy megoldasa a V
0
  P
T
(z; E

)V = 0 egyenletnek. W (z; E

) tetsz}oleges
nemszingularis matrix. 1961-ben Abramov a W specialis megvalasztasaval elerte, hogy
az eljaras a legjobb U -t adja olyan ertelemben, hogy U normaja konstans marad a
teljes intervallumon. A numerikusan instabilan szamolhato V -re nincs szukseg, vagy
U ismereteben kulon szamolhato. Ezzel a kerdessel altalanosan foglalkozik Abramov
es tsai (1980) cikke. A konkret esetre alkalmazva l. Balla es Benk}o (1996). Bahvalov
(1977) megmutatta, hogy ez a faktorizacio az eredeti terben is elvegezhet}o. Az atmeneti
valoszn}usegek szamtasakor gyelembe kell majd venni az F fuggvenyekre vonatkozo
normalast es ez az Abramov-faktorizacio alkalmazasakor nem tehet}o meg. Ezert { az
egyseges targyalas kedveert { mar itt a Bahvalov-faktorizaciot hasznalom. (Az eljaras
hatterer}ol b}ovebben l. meg 8.1. fuggeleket!)
A megoldando Y
(q)
(z)-re vonatkozo kezdetiertek-problema ezek utan:
dY
(q)
dz
+ [I
2N
  Y
(q)
(Y
(q)T
Y
(q)
)
 1
Y
(q)T
]PY
(q)
= 0 (74)
az Y
l(i)
(0) es Y
r
(1) kezdeti feltetelek mellett. Amit tehat tennunk kell, az az, hogy
egy szingularis masodrend}u csatolt egyenletrendszerre vonatkozo peremertek-problema
helyett egy a fenti intervallumon vele ekvivalens regularis kezdetiertek-problemat kell
megoldanunk. Mas szavakkal: a 4.1. fejezetben lert eljarassal analog kezelest sikerult
itt is megvalostani. A numerikus megoldas a skalar esethez hasonloan a ket vegpont
fel}ol egy kozbuls}o pontig tortenik es a sajatertekek kiszamtasahoz itt is csak Y
(q)
(z
c
)
ertekekre van szukseg. Egy E

sajatertek, ha
det(Y
l(i)
(E

) j   Y
r
(E

)) = 0: (75)
Amikor z = z
c
rogztett, a fenti relacio egy nemlinearis algebrai egyenlet a keresett
sajatertekre. Azert, hogy E
N
k
-t megkapjuk, meg kell oldani a (74) problemakat
numerikusan a megfelel}o kezdeti ertekkel minden egyes proba E

-ra. A szamtas
stabilitasat az (74) faktorizacios eljaras biztostja, mely mintegy atviszi a hatarfeltetelt
a vegpontig, vagyis az
Y
(q)T
(z)Y
(q)
(z)  const (76)
mindig fennall. A normalas miatt a jobb oldali konstans matrix (76)-ban minden esetben
megegyezik I
N
-el.
Ha N = 1 (adiabatikus kozeltes), a feladat egy onadjungalt skalar sajatertek-
problemara egyszer}usodik, s ekkor konnyen megkaphato az a durva also becsles, hogy

0
(0)=2 < E
1
0
(77)
es nyilvanvaloan E
1
0
< E
1
1
< E
1
2
< : : :. Ebben az esetben (66) egyenlet atmegy a
Prufer-transzformacio egyenletebe es a sajatertekek egymas utan megkaphatok, ahogyan
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azt a 4.1 szakaszban lertuk. Megjegyzend}o, hogy a (67) korlatossagi feltetel fels}o
korlatot is ad: lim
z!1
(z)=2 minden E
N
k
-ra. A 4.1 fejezetben lert eljaras a megfelel}o
sajatfuggvenyek nullahelyeit szamolta, ugyangy az E
1
0
< E
1
1
< E
1
2
< : : : sorozat is
megkaphato hianytalanul egy adott also es fels}o korlat kozott.
(Itt jegyezzuk meg, hogy a fent kifejtett modszer Konyukhova es Pak (1987)
munkajaban lert elvi alapokon modosthato lenne ! !1 esetre is, ennek azonban csak
elvi jelent}osege van, hiszen ilyenkor az egzakt aszimptotikus megoldas igen jo kozeltes.)
4.4. Numerikus eredmenyek
Az E
k
sajatertekek kiszamtasa a fent lert algoritmussal a gyakorlatban egy FORTRAN
programmal tortent. A program f}obb technikai reszleteit a 8.2. fuggelek tartalmazza.
A (22) egyenlet numerikus megoldasa megadja a (z) fuggvenyeket tetsz}oleges
rogztett ! es z parameterertekek es n, n
3
kvantumszamok mellett. Nehany ilyen
fuggvenyt mutat a 9. abra. Mindegyik fuggveny a z = 0-ban egy veges ertekr}ol indul
es monoton n}o 
1
n
=lim
z!1

n
(z)-ig. Ez a viselkedes a (45) osszefugges kovetkezmenye,
hiszen ott a jobb oldal, nyilvanvalo modon, nem negatv. Ha n
3
= 0 a 
n
(z) fuggvenyek
jzj-ben linearisan indulnak, mg n
3
 1 eseten / z
2
modon viselkednek. Tul ezen a
kvalitatv kepen osszehasonltottuk eredmenyeinket a letez}o analitikus, aszimptotikus
eredmenyekkel (l. Barcza 1996) is. A ket megkozeltesi mod mindket aszimptotikus
tartomanyban varakozasainknak megfelel}oen egybeesik. Taut (1995) a ketdimenzios
Schrodinger-egyenlet polinom alaku megoldasait keresve a (22) egyenlet z = 0 eseten
ervenyes alakjahoz analitikusan meghatarozta 
n
(0)-t bizonyos !, n parok eseten.
Ezekben a specialis esetekben is a szamtasaink egybeesnek. A  sajatertekek !-tol
valo fuggeset kulonboz}o z-kre, 0  z  1, z  1 Barcza (1996) cikke tartalmazza.
A nem aszimptotikus tartomanyokban vegzett szamolasaink teljesen hasonlo lefutasu
fuggvenyeket adtak (l. 10. abra).
A csatolomatrix-elemek kiszamolasa igen fontos a (66) egyenlet megoldasahoz. Az
A
nn
0
(z), B
nn
0
(z) fuggvenyeket mutatja nehany parameterertek mellett a 11. abra. Az
A
nn
0
matrixelemeknek n
3
= 0 eseten z = 0-nal logaritmikus szingularitasuk van. Egyeb
szingularitas sehol, semmilyen mas parameter-kombinacional sincs. B
nn
0
(z) tovabbi
gyelemre melto tulajdonsaga a monotonitas a teljes (0;1) intervallumon, minden
egyeb parametert}ol fuggetlenul. Novekv}o jn n
0
j-nel mindA
nn
0
mindB
nn
0
nemdiagonalis
elemei egyre gyorsabban csokkennek, ahogy z n}o. Ez egyuttesen azzal, hogy A
nn
0
es B
nn
0
gyorsan lecseng z mar viszonylag kis ertekenel, azt mutatja, hogy a (66) egyenletrendszer
szinte csak a diagonalis elemekkel van csatolva. Ez igen jo el}ojel a numerikus megoldasra
nezve: nagy pontossagu eredmenyt varhatunk viszonylag kis csatornaszam mellett is. A
12. abra a csatolomatrixok aszimptotikus viselkedeset mutatja az n, n
0
nehany ertekere
es n
3
= 0; 1 eseten. Az abra egyreszt megmutatja az aszimptotikus kezeles ervenyessegi
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9. abra. A (22) bazisegyenlet 
n
sajatertekei z fuggvenyeben ! = 10
 1
; 1; 10,
n = 0; 1; 2; 3. Folytonos vonal: n = 0, a pont { vonal n = 1, pontozott: n = 2,
hosszu vonal { pont: n = 3. Az also abrakon a szaggatott (rovid { hosszu) vonal
az aszimptotikus viselkedest mutatja Barcza (1996) alapjan. A jobb oldali fugg}oleges
skala n
3
= 1-hez tartozik. 
1
n
= 2!(2n+ n
3
+ 1).
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3. tablazat. A magneses terbe helyezett H atom legalso (k = 0) energiaallapotaihoz
tartozo E
N
k
sajatertekek (atomi egysegekben)
1
, ! a Larmor-frekvencia, 
z
= +1. A
zarojelekben allo szamok a felhasznalt N csatornaszamot mutatjak. Az R indexszel
jelolt ertekeket Ruder es tsai (1994) monograajabol vettuk. Az altaluk jelzett
bizonytalansagot az utolso jegyben =-jel mutatja.
 n
3
! E
N
0;R
E
N
0
1 0:7 0:178993 (13) 0:17857 (3)
0:17869 (5)
1 0:400387 (15) 0:40059 (2)
0:40055 (5)
0:400387(7)
10 8:5344=5 (12) 8:5329 (1)
8:53440 (3)
15 13:2945=6 (12) 13:2930 (1)
13:2944 (2)
100 96:65283=8 (12) 96:65278 (1)
2 1 0:528828 (19) 0:52867 (1)
0:52876 (3)
10 8:80636=7 (12) 8:80617 (1)
8:80630 (2)
100 97:197=8 (12) 97:19785 (1)
3 1 0:596759 (21) 0:59650 (1)
0:59671 (2)
10 8:959320=1(12) 8:95963 (1)
8:95930 (2)
100 97:51628=9 (12) 97:5164 (1)
4 1 0:640649 (12) 0:64051 (1)
0:64063 (2)
10 9:061413 (12) 9:06139 (1)
9:06144 (2)
100 97:73363 (12) 97:7338 (1)
5 1 | 0:67202 (1)
0:67210 (2)
10 | 9:13612 (1)
9:13620 (2)
100 | 97:8958 (1)
1
Emlekeztet}oul ! = 1, ha jHj = 4:7 10
5
T.
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10. abra. Nehany 
n
sajatertek magneses tert}ol (!) valo fuggese. A szamok n-t
jelentik, n
3
= 0.
4. tablazat Az magneses terbe tett H atom legalso (k = 0) energianvoihoz tartozo
E
N
k
energia-sajatertekei (atomi egysegekben) ha 
z
=  1. A jelolesek ugyanazok, mint
a 3. tablazatnal.
 n
3
! E
N
0;R
E
N
0
1 1 0:75475 (12) 0:754759 (1)
10 9:623880 (12) 9:62380 (1)
100 99:538178 (12) 99:5388 (1)
2 1 0:782545 (12) 0:7825457(1)
10 9:647807 (12) 9:64781 (1)
100 99:549420 (11) 99:5495 (1)
3 1 0:800862 (12) 0:80186 (1)
10 9:665419 (12) 9:66542 (1)
100 99:558673 (9) 99:5589 (1)
4 1 | 0:81445 (1)
10 | 9:67939 (1)
100 | 99:5669 (1)
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11. abra. Az A
nn
0
, B
nn
0
csatolomatrix-elemek, mint z fuggvenyei n
3
= 0; n
3
= 1
eseten. A vonaltpusok megegyeznek a 9. abran hasznaltakkal. A szamparok jelentese:
(n; n
0
). A kozeps}o abrak z-ben logaritmikusak!
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-.4
-.3
-.2
-.1
0
.0001 .001 .01 .1
-6
-5
-4
-3
-2
-1
0
(2,0,1)
(1,0,1)
(2,0,0)
(1,0,0)
-2
-1.5
-1
-.5
0
.5
.0001 .001 .01 .1
-50
-40
-30
-20
-10
0
(2,2,1)
(0,0,0)
(0,2,0)
(1,2,0) (1,0,1)
1 10
-.2
-.15
-.1
-.05
0
(2,0,1)
(2,0,0)
(1,0,1)
(1,0,0)
10
-.001
-.0008
-.0006
-.0004
-.0002
0
5
(0,2,0)
(2,2,1)
(0,0,0)
(1,2,0)
12. abra. Az A
nn
0
, B
nn
0
csatolomatrix-elemek aszimptotikus viselkedese z
fuggvenyeben. Az abran lathato szamharmasok (n; n
0
; n
3
)-at jelentik. A vonaltpusok
azonosak az 8. abranal lertakkal, ! = 1. A bal es jobb oldali fugg}oleges tengelyek az
n
3
= 0, illetve n
3
= 1 ertekhez tartoznak.
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tartomanyait, masreszt demonstralja a (58) sorfejtes jogossagat.
Nehany szamolasi eredmeny a 3{4. tablazatban talalhato. Ezek az eredmenyek
jol illusztraljak a bazisvalasztas jogossagat, illetve a alkalmazott numerikus eljaras
hatekonysagat. Semmilyen nehezseg nem adodott a szamtasok soran az n
3
magneses
kvantumszam novelesekor sem.

Igy konnyen ki tudtunk szamtani olyan allapotokat
is, amelyeket a hagyomanyos modszerekkel tulsagosan nagy szamtasigenyuk miatt
eddig senki sem hatarozott meg. Kiemeljuk, hogy a mind ez idaig legteljesebb
munka, Ruder es tsai (1994) konyve a 4{8 ertekes jegy pontossagot csak viszonylag
sok (12 vagy tobb) csatorna gyelembevetelevel eri el. A mi modszerunk 4{6 jegyre
azonos eredmenyt ad ezzel mindossze 1{2, maximum 3 csatorna felhasznalasaval!
Raadasul a reszletszamtasok soran is nagyon kis pontossagok (altalaban 10
 6
-os
relatv hibakorlatok) elegend}oek voltak. Ezzel megmutattuk, hogy Liu es Starace
(1987) bazisvalasztasa nemcsak az altaluk eredetileg vizsgalt specialis esetben (n
3
=
0, adiabatikus kozeltes), hanem sokkal altalanosabban (n
3
kulonboz}o ertekeire es
nemadiabatikus kozeltesben) is igen hatekony. Az N csatornaszam novelesevel a
pontossag termeszetesen tovabb novelhet}o.

Erdemes ismet nyomatekostani a szamtas hatekonysagat, amit azzal ertunk el,
hogy el}oszor is nem szamoljuk ki a (18) sajatfuggvenyeket, ehelyett kozvetlenul
megkapjuk (20) egyutthatoit: a (z), A
nn
0
(z) es B
nn
0
(z) fuggvenyeket. Az F
N
(z)
vektorfuggvenyeket sem hatarozzuk meg egyetlen lepeseben sem az E
N
k
meghatarozasara
szolgalo es az el}obbiekben lert iteracio soran. Valamint minden E
N
k
sajaterteket
denialo koztes szamolas olyan kezdetiertek-problemak megoldasabol all, amelyeknek
stabil es sima megoldasuk van. Ez teszi lehet}ove szamunkra, hogy az eljaras soran nagy
lepeskozzel integralo, egyszer}u numerikus algoritmust hasznaljunk.
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5. Elektromagneses atmeneti valoszn}usegek
A szintetikus spektrum elkesztesehez meg kell vizsgalnunk rendszerunk (az er}os
magneses terbe tett hidrogenatom) kolcsonhatasat kornyezetevel. A valodi abszorpcioert
es emisszioert az atomnak a korulotte lev}o elektromagneses terrel torten}o kolcsonhatasa
a felel}os. A sugarzasi folyamatok lerasara egzakt modon a kvantumterelmeleti
leras lenne alkalmas. A kovetend}o eljaras az lenne, hogy az elektronra, protonra
es az elektromagneses terre (a H magneses teret nem kell kvantalni) vonatkozo
Lagrange-fuggvenyek felrasa utan a teljes (kolcsonhato) rendszerre alkalmazzuk a
variacios elvet es meghatarozzuk a szukseges teregyenletet, majd ennek a megoldasat
vizsgaljuk. Sajnos ennek az elvi utnak a vegigvitelere a mi esetunkben, hasonloan a
gyakorlatban fontos legtobb atomi rendszerhez, nincs mod. Az ilyenkor szokasos eljaras
a perturbacioszamtas. Mi a kovetkez}o kozeltesekkel elunk.
[1] Az elektront { mint eddig is { nemrelativisztikusan kezeljuk, azaz a Schrodinger-
egyenletet tekintjuk ervenyesnek.
[2] Az elektron sugarzasi terrel valo kolcsonhatasat kis perturbacionak tekintjuk es
a perturbacioszamtast csak az els}o rendig vegezzuk el. Mas szavakkal: a tobb foton
szimultan elnyelesevel, ill. kibocsatasaval jaro folyamatokat elhanyagoljuk.
[3] A protont tovabbra is allonak tetelezzuk fel es csak mint egy elektrosztatikus
ter forrasat vesszuk gyelembe. (Megjegyzend}o, hogy Ruder es tsai (1994)
monograajukban megmutatjak, hogy az [1], [2] keretben dolgozva es a megfelel}o
kozeltesek mellett formalisan azonos eredmenyt kapunk, ha gyelembe vesszuk a mag
mozgasat is.)
5.1. Alapegyenletek
A fenti harom feltevessel az el}oz}o fejezetekben { az energiaszintek kiszamtasakor {
hasznalt kozeltesek elvi szintjen es pontossagan vagyunk. Ezek utan a (4) Hamilton-
operator, ha gyelembe vesszuk a kuls}o elektromagneses teret es Lorentz-merteket
hasznalunk:
^
H =
1
2m
e
[p^ 
1
2
eH r  e
^
A
f
(r; t)]
2
 
Z
jrj
: (78)
Itt az
^
A
f
vektorpotencial-operator jellemzi a szabad elektromagneses teret. Kifejezese a
kvantumelektrodinamikabol ismeretes (l. pl. Schi 1968).
^
A
f
(r; t) =
X
k
2
X
s=1
s
2c
2
h
!
k
V
e
ks
(e
ikr
a^
ks
+ e
 ikr
a^
+
ks
); (79)
ahol k a fotonok hullamszamvektora, e
s
s = 1; 2 a polarizacios egysegvektorok,
divA
f
= 0 miatt e
s
?k. a^
ks
, a^
+
ks
a fotonnyel}o es -kelt}o operatorokat jelenti. A V a
normalasi terfogat, !
k
a k= jkj hullamszamu foton korfrekvenciaja.
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Tegyuk fel, hogy a t = 0 id}opillanatban { a kolcsonhatas bekapcsolasa el}ott { a
rendszer sajatallapotban van. Az atom sajatenergiaja legyen E
a
, sajatfuggvenye 	
a
, a
sugarzasi ter energiaja E
f
n
, sajatfuggvenye 	
f
n
= 	
f
(n
k
1
)	
f
(n
k
2
) : : :	
f
(n
k
) : : :. A kezdeti
allapot jellemzesere szolgalo a index az atom osszes kvantumszamat jeloli, mg az n index
az n
k
1
; n
k
2
; : : : ; n
k
; : : : fotonszamok sorozatat jelenti. A kezdeti sajatallapotot tehat
~
	
an
= 	
a
	
f
n
alakban tesszuk fel. Hasonlo modon a kolcsonhatas kikapcsolasa utan a
rendszer legyen egy b, n
0
indexekkel jellemzett
~
	
bn
0
= 	
b
	
f
n
0
sajatallapotban. Annak
a valoszn}usege, hogy az osszes lehetseges vegallapot kozul eppen a
~
	
bn
0
valosul meg,
a (78) operator kolcsonhatasi reszenek matrixelemei segtsegevel adhato meg, hiszen
ennek a H
bn
0
;an
matrixnak a negyzete eppen a keresett atmeneti valoszn}useg. A H
bn
0
;an
matrix:
H
bn
0
;an
=  
e
m
e
X
k
2
X
s=1
s
2c
2
h
!
k
V

~
	
bn
0
e
ks
(p^ 
1
2
eH r)[e
ikr
a^
ks
+ e
 ikr
a^
+
ks
]
~
	
an

; (80)
alaku miutan a (79) kifejezest (78)-be helyettestve a Hamilton-operator kolcsonhatast
lero reszet vesszuk. A fotonkelt}o es -nyel}o operatorok sajatertek-egyenletei:
	
f
(n
ks
  1) =
1
p
n
ks
a^
ks
	
f
(n
ks
) (81)
es
	
f
(n
ks
+ 1) =
1
p
n
ks
+ 1
a^
+
ks
	
f
(n
ks
): (82)
Berva ezeket az egyenleteket a (80) kifejezesbe kapjuk, hogy

~
	
bn
0
e
ks
(p^ 
1
2
eH r)e
ikr
a^
ks
~
	
an

=
p
n
ks
Z
	

b
e
ks
(p^ 
1
2
eH r)e
ikr
	
a
dV 
n
k
1
n
0
k
1
: : : 
n
0
k
n
k
 1
: : : ; (83)
illetve

~
	
bn
0
e
ks
(p^ 
1
2
eH r)e
 ikr
a^
+
ks
~
	
an

=
p
n
ks
+ 1
Z
	

b
e
ks
(p^ 
1
2
eH r)e
 ikr
	
a
dV 
n
k
1
n
0
k
1
: : : 
n
0
k
n
k
+1
: : : ; (84)
vagyis csak azok a matrixelemek nem nullak, ahol egy !
k
korfrekvenciaju foton
keletkezik, ill. elt}unik, mikozben az atom az a-bol a b allapotba jut.
Mivel a harom folyamat (abszorpcio, indukalt es spontan emisszio) nem fuggetlenek
egymastol, a tovabbiakban elegend}o a (84) fotonszamtol nem fugg}o reszevel, azaz a
spontan emisszio valoszn}usegevel foglalkozni. Ez (80) es (84) alapjan nem mas mint
jH
ks
ba
j
2
= j
Z
	

b
(r)e
ks
[e
 ikr
(p^ 
1
2
eH r)]	
a
(r)dV j
2
: (85)
Szemleletesen ez az a mennyiseg, amely a  frekvenciaju (h = E
a
  E
b
) sznkepvonal
er}osseget jellemzi.
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Tegyunk meg egy tovabbi kozeltest! Fejtsuk sorba a e
 ikr
-t. Mivel az elektron
jrj tavolsaga a magtol  10
 10
m, jkj = 2= az optikai tartomanyban (  10
 7
m)
10
 3
nagysagrend}u, megallhatunk a sor els}o tagjanal az 1-nel. Ezt a kozeltest hvjak
dipol kozeltesnek. A spektrum rontgen- es gammatartomanyaban ez a kozeltes mar
nem jogos. (Rydberg-atomok eseten sem megfelel}o, de szerencsere ilyenek a csillagok
legkoreben nincsenek.) A konstans szorzotol eltekintve a kiszamtando mennyiseg a
jp
s
ba
j
2
= j
Z
	

b
(r)e
s
(p^ 
1
2
eH r)	
a
(r)dV j
2
(86)
dipoluser}osseg. Megjegyzend}o, hogy a (86) kozeltes mar nem fugg k-tol. Noha
(86) kozvetlenul is alkalmas szamolasra es mint ilyen, a dipoluser}osseg egy alternatv
felrasanak tekinthet}o, az ! = 0 magneses ter nelkuli esetben szokasos helyettestes (l.
Bethe es Salpeter 1957) itt is vegigvihet}o. Ekkor
p
s
ba
=
Z
	

b
(r)e
s
r	
a
(r)dV: (87)
Legyen az elektron r helyvektora es az e
s
polarizacios vektor szoge
~
#, ekkor
jp
s
ba
j
2
= j
Z
	

b
(r)r	
a
(r)dV j
2
cos
2
~
#: (88)
Amennyiben a sugarzas szogeloszlasatol eltekintunk, a meghatarozando mennyisegek
most mar csak a megfelel}o dipoluser}ossegek, illetve az azokhoz szukseges dipolmatrix-
elemek
p
ba
=
Z
	

(E
b
)r	(E
a
)dV: (89)
5.2. A dipoluser}osseg kozvetlen kiszamtasa
A szokasos modon (89) kiszamtasaban az els}o lepes a id}ot}ol fuggetlen Schrodinger-
egyenlet numerikus megoldasa ketszer (mindket E-re), amelynek soran altalaban
szimultan megkapjuk az E mellett a 	 hullamfuggvenyeket is. Ezutan p
ba
nemelt}un}o
elemeit numerikus integralassal hatarozzuk meg. Sajnos a legtobb numerikus modszer a
magtol tavol pontatlan sajatfuggvenyt ad. Az r sulyfuggveny a (89) kifejezesben pedig
meg fel is er}osti ezt a pontatlansagot. Tovabbi hibaforras maga a numerikus integralo
algoritmus. Mindezek arra vezetnek, hogy a p ertek pontossagara nehezen lehet becslest
adni.
Esetunkre { a diamagneses Coulomb-problemara { kidolgoztunk egy alternatv
kiszamtasi modot p
ba
nemelt}un}o elemeire (Benk}o es Balla 1998, Balla es Benk}o 1999).
A modszer az altalunk lert formaban a nemszeparabilis problemak egy osztalyara (l.
Barcza 1994) kozvetlenul alkalmazhato. Az elve pedig ennel bizonyara szelesebb korben
is m}ukodik.
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A korabbiakhoz hasonloan hasznaljunk itt is hengerkoordinata-rendszert. Ekkor a
p
nm
= (p
x
; p
y
; p
z
) vektor komponensei (itt az n, m indexeket elhagytuk) felrhatok, mint
p
%
=
Z
1
 1
Z
1
0
Z
2
0
	

(E
n
)	(E
m
)%
2
cos'd'd%dz;
p
'
=
Z
1
 1
Z
1
0
Z
2
0
	

(E
n
)	(E
m
)%
2
sin'd'd%dz; (90)
p
z
=
Z
1
 1
Z
1
0
Z
2
0
	

(E
n
)	(E
m
)%zd'd%dz:
A 	 fuggvenyt (8)-nak megfelel}oen szeparaltnak tetelezzuk fel, azaz a korabbi
jelolesekkel
	(E
n
; %; z; ') = (2)
 1=2
exp(in
(n)
3
') (E
n
; z; %): (91)
Helyettestsuk (91)-et (90)-ba! Vegyuk eszre, hogy a p vektor fuggese a
n
3
:= n
3
(	(E
m
))  n
3
(	(E
n
)) = n
(m)
3
  n
(n)
3
(92)
erteket}ol kvalitatv modon kulonbozik. Nevezetesen, ha n
3
= 0 akkor p
%
= p
'
= 0 es
p
z
=
Z
1
 1
Z
1
0
 (E
n
) (E
m
)%zd%dz: (93)
(Itt a  fuggveny %; z argumentumat elhagytuk.) Mg, ha n
3
= 1 akkor p
z
= 0 es
p
%
=
1
2
Z
1
 1
Z
1
0
 (E
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) (E
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2
d%dz
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= 
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2
Z
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 1
Z
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 (E
n
) (E
m
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2
d%dz: (94)
Megjegyzend}o, hogy a masodik kifejezes nem szukseges jp
nm
j
2
kiszamtasakor. Ha pedig
jn
3
j > 1, akkor p
z
= p
x
= p
y
= 0. (Ezzel tulajdonkeppen levezettuk a hidrogenatomra
vonatkozo jol ismert kivalasztasi szabalyokat.) A nemelt}un}o komponensek mindegyike
felrhato az alabbi integral formajaban
I
(nm)
s
=
Z
1
 1
Z
1
0
 (E
n
) (E
m
)s(%; z)d%dz (95)
ahol s(%; z) =
(
%z ha n
3
= 0
%
2
ha n
3
= 1:
(96)
Vegyuk gyelembe a paritast is! Mivel  (E) z-ben paros, vagy paratlan (es ennek
megfelel}oen valtozik s is) a kovetkez}okre jutunk
I
(nm)
s
=
8
>
>
<
>
>
:
2
R
1
0
R
1
0
 (E
n
) (E
m
)%zd%dz; ha n
3
= 0 es 
(n)
z
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(m)
z
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2
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 (E
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) (E
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d%dz; ha n
3
= 1 es 
(n)
z
= 
(m)
z
;
0 egyebkent,
(97)
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ahol 
(n)
z
, 
(m)
z
a megfelel}o  
n
,  
m
fuggvenyek z-beli paritasat jeloli. A (12) normalasi
feltetel is (95) alakra hozhato: n = m, s(%; z) = %, es gy
Z
1
0
Z
1
0
 
2
(E
n
)%d%dz =
1
2
: (98)
Az attekinthet}oseg kedveert a megfelel}o fuggvenyek E
m
-hez, illetve E
n
-hez valo
tartozasat egy fels}o indexszel fogjuk jelolni, ahol ez szukseges, hasonlo modon jeloljuk
a paritast is.
A korabban a 4. fejezetben, illetve Balla es Benk}o (1996) cikkeben lert semat
hasznaljuk, vagyis a  (E
m
)-et ugy denialjuk, hogy
 (E
n
) =
1
X
k=0
f
(n)
k
(z)
^

(n)
k
(z; %); (99)
ahol
^

(n)
0
(z; %);
^

(n)
1
; (z; %); : : : a Liu{Starace bazis elemei, amelyek a megfelel}o

(n)
0
(z); 
(n)
1
(z); : : : sajatertekekhez tartoznak (l. 4. fejezet, Barcza 1996, Liu es Starace
1987) es tetsz}oleges z eseten % szerint ortonormaltak a (19)-nak megfelel}oen, mg E

n
,
f
(n)
0
(z), f
(n)
1
(z); : : : a (20) sajatertek-problema megoldasai, ahol a csatolomatrixokat (21)
denialja.
A normalas (98) kifejezesebe berva a (99) feltevest es alkalmazva a (19)
ortonormalast kapjuk, hogy
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: (100)
A korabbiakban megmutattuk, hogy a f
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(n)
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kiszamtasahoz nincs szukseg maguknak a f
^

(n)
k
(z)g
1
k=0
Liu{Starace baziselemeknek
az ismeretere. A (20) helyett egy veges dierencialegyenlet-rendszerre vonatkozo
sajatertek-problemaval foglalkoztunk, amely (66) alaku volt. Az el}oz}o reszben azt is
megmutattuk, hogyan lehet az E
N
n
kozelt}o sajatertekeket megkapni F
N
n
(z) kiszamtasa
nelkul. Az egyseges targyalas kedveert tegyuk meg a kovetkez}o szetvalasztast:
s(%; z) = %s
1
(%)s
2
(z) (101)
s
1
(%) = s
(1)
1
(%)  1; vagy s
1
(%) = s
(2)
1
(%) = %; (102)
s
2
(z) = s
(1)
2
(z)  1; vagy s
2
(z) = s
(2)
2
(z) = z: (103)
Tovabba legyen
K
(nmi)
pq
(z) =
Z
1
0
^

(n)
p
(%; z)
^

(m)
q
(%; z)%s
(i)
1
(%)d%; i = 1; 2: (104)
Ezutan, ha a (95) kifejezesbe berjuk a (99) feltevest es gyelembe vesszuk (98)
normalast, valamint K
(nmi)
pq
(z) fenti denciojat is, kapjuk hogy
I
(nm)
s
= 2
1
X
k=0
1
X
l=0
F
(nmij)
kl
; (105)
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ahol
F
(nmij)
kl
=
Z
1
0
f
(n)
k
(z)f
(m)
l
(z)s
(j)
2
(z)K
(nmi)
kl
(z)dz; j = 1; 2: (106)
Ezekkel a jelolesekkel (98) is atrhato, mint
2
1
X
k=0
F
(nn11)
kk
= 1: (107)
A (104) integral formalisan igen hasonlo azokhoz, amilyeneket a 4. fejezetben mar
kiszamtottunk, de a korabban szerepl}o A(z),B(z) mennyisegek csak egyetlen n
(n)
3
-tol
fuggtek es ennek megfelel}oen csak egy f
^

(n)
k
(%; z)g
1
k=0
bazisrendszert kellett gyelembe
venni kiszamtasuk soran. Az alabbiakbanmegadjuk az olyan funkcionalok kiszamtasat,
amelyekben az egyes fuggvenyek kulonboz}o bazisrendszerekhez tartoznak.
A Liu{Starace bazis normaltsaga miatt igaz az, hogy K
(nm1)
pq
(z)  
pq
, ha n
3
= 0.
A 4. fejezetben lert eljarassal teljesen analog modon megkaphatjuk K
(nmi)
pq
(z) egyeb
indexekre vonatkozo ertekeit is. Az I
(i)
pq
funkcionalra vonatkozo (57) relaciohoz hasonloan
felrhatjuk, hogy
K
(nmi)
pq
(z) = r
(n)
p
(%
c
; z)r
(m)
q
(%
c
; z)[k
(nmi)l
pq
(%
c
; z)  k
(nmi)r
pq
(%
c
; z)] (108)
ahol, teljesen hasonloan (40)-hoz
r
(t)
s
(%
c
; z) = [h
(t)l
s
(%
c
; z)  h
(t)r
s
(%
c
; z)]
 1=2
es (t; s) = (m; q), vagy (n; p), mg
dk
(nmiw)
pq
(%; z)
d%
= [v
(n)
p
(%; z) + v
(m)
q
(%; z)]k
(nmiw)
pq
(%; z)
+
sin 
(n)
p
(%; z) cos 
(m)
q
(%; z)

p
(%)
q
(%)
s
(i)
1
(%) (109)
k
(nmi)l
pq
(%
0
; z) =

(n)
p0

(m)
q0
(
1
2
+ jn
(n)
3
j)(
1
2
+ jn
(m)
3
j)(1 + i+ jn
(n)
3
j+ jn
(m)
3
j)
%
2+i
0
+O(%
3+i
0
) (110)
k
(nmi)r
pq
(%
1
; z) =  

(n)
p1

(m)
q1
2!
3
%
 4+i
1
+O(%
 5+i
1
): (111)
A K
(nmiw)
pq
-re vonatkozo egyenletek (54) altalanostasai. Ott azonos n
3
-hoz tartozo
bazisfuggvenyek szerepeltek. Itt a kulonboz}o n
(n)
3
, n
(m)
3
-ekhez tartozo bazisok a v
(n)
p
,
v
(m)
q
kifejezesekben jelennek meg. Termeszetesen (54)-hez kepest itt a sulyfuggvenyek is
masok, amelyek a kezdeti ertekeket is nagyban befolyasoljak. Minden egyeb szukseges
adat a 4.2 fejezetben lertakkal azonos modon adodik.
Egy adott pontossagu eredmenyhez nem szuksegszer}u mindket allapot azonos
csatornaszamu kozeltese. Jeloljuk az n: allapothoz tartozo csatornaszamot N -nel, az
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m-hez tartozot pedig M -mel. Miutan N -et es M -et rogztettuk, megadhatjuk a (100),
(105) es (106) formulak megfelel}o kozelteseit
1 = 2
Z
1
0
F
NT
(z)F
N
(z)dz = 2
Z
1
0
F
NT
(z)K
(nn11)
(z)F
N
(z)dz; (112)
I
nm
s
= 2
Z
1
0
F
NT
(z)K
(nmij)
(z)F
M
(z)dz; (113)
ahol bevezettuk aK
(nmij)
(z) matrixot a (K
(nmij)
(z))
kl
= s
(j)
2
(z)K
(nmi)
kl
(z), k = 0; : : : ; N 
1, l = 0; : : : ;M   1 elemekkel. Ekkor a (113) szinten egy kvadratikus funkcional, amely
hasonlonak latszik (104)-hez. Van azonban egy lenyeges kulonbseg! Korabban jeleztuk,
hogy az onadjungalt problemak sajatfuggvenyeib}ol allo kvadratikus funkcionalok
kiszamtasa mind a skalar, mind a matrix esetre (K
(nmi)
pq
(z)) matematikailag kidolgozott
(Kitoroage es tsai 1987, 1989). Ezek a modszerek Abramov es tsai (1980), Birger (1968)
altal ismertetett ortogonalis faktorizacios eljarason alapulnak. A (106)-ben szerepl}o
ff
(n)
k
(z)g
1
k=0
es ff
m
k
(z)g
1
k=0
fuggvenyek a (20) nem-onadjungalt problema megoldasai.
Hasonlo igaz a (66) csonktott rendszerb}ol szarmazokra is. A dierencialis ortogonalis
faktorizacio egy masik valtozatat azonban, amelyet Bahvalov (1977) dolgozott ki,
sikerult alkalmassa tennunk a nem-onadjungalt problemak sajatfuggvenyeib}ol alkotott
kvadratikus funkcionalok hasonlo kiszamtasara. A faktorizacio maga mar szerepelt a
korabbiakban. Az (69){(74) alaposszefuggeseket fogjuk itt is hasznalni. A c vektorra
vonatkozo egyenletetre (v.o. 8.1. fuggelek) korabban nem volt szukseg a kovetkez}okben
viszont kihasznaljuk, gy most felrjuk, hogy
dc
dz
+ (Y
T
Y )
 1
Y
T
PY c = 0: (114)
Meg kell azonban jegyezni, hogy a (114) egyenlet megoldasara tovabbra sem lesz szukseg,
mindossze a formulak levezetese vegett van ra szukseg. A tovabbi formulakban, ha ez
nem okoz zavart, az m es n indexeket elhagyjuk.
A funkcional kiszamtasara alkalmassa tett uj modszerunk a normalast a
kovetkez}okeppen veszi gyelembe.

Irjuk at (112)-at
Z
1
0
G
NT
(z)
~
K
(nn11)
(z)G
N
(z)dz =
1
2
; (115)
ahol
~
K
(nn11)
=
 
K
(nn11)
0
N
0
N
0
N
!
=
 
I
N
0
N
0
N
0
N
!
: (116)
Ha a (115) kifejezes bal oldalat az
R
z
1
z
1
=
R
z
z
1
+
R
z
1
z
, osszeg formajaban keressuk, es a
H
N l
z
(z), H
Nr
(z) matrixok, valamint a c
N l
z
, c
Nr
vektorok a
Z
z
z
1
G
NT
()
~
K
(nn11)
()G
N
()d = c
N l
z
T
(z)H
N l
z
(z)c
N l
z
(z)
Z
z
1
z
G
NT
()
~
K
(nn11)
()G
N
()d =  c
NrT
(z)H
Nr
(z)c
Nr
(z) (117)
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modon vannak denialva, akkor (N -et elhagyva) z szerint derivalva mindket oldalt es
gyelembe veve (71), (74) es (114) osszefuggeseket kapjuk, hogy
dH
(w)
dz
 H
(w)
(Y
(w)T
Y
(w)
)
 1
Y
(w)T
PY
(w)
  Y
(w)T
P
T
Y
(w)
(Y
(w)T
Y
(w)
)
 1
H
(w)
 Y
(w)T
~
K
(nn11)
Y
(w)
= 0 (118)
H
l
z
(z
1
) = 0
N
H
r
(z
1
) = 0
N
w = l
z
; r:
Ekkor (117) felhasznalasaval (115) felrhato, mint
c
lT
(z
c
)H
l
(z
c
)c
l
(z
c
)  c
rT
(z
c
)H
r
(z
c
)c
r
(z
c
) =
1
2
; (119)
amely tetsz}oleges rogztett z
1
 z
c
< z
1
pontban fennall. c
l
z
(z
c
) es c
r
(z
c
)
meghatarozasahoz (119)-et es a
Y
l
z
(z
c
)c
l
z
(z
c
)  Y
r
(z
c
)c
r
(z
c
) = 0 (120)
relaciot hasznalhatjuk, amely a (74) egyenlet kovetkezmenye. Igaz tovabba, hogy
Y
T
Y  I
N
(minden { itt nem jelzett { indexre). Ekkor c
l
z
(z
c
) = av
1
, c
r
(z
c
) = av
2
,
ahol v
1
egy tetsz}oleges megoldasa az
[Y
l
z
T
(z
c
)Y
r
(z
c
)Y
rT
(z
c
)Y
l
z
(z
c
)  I
N
]v
1
= 0; (121)
algebrai sajatertek-egyenletnek, valamint
v
2
= Y
rT
(z
c
)Y
l(i)
(z
c
)v
1
; a = [v
T
1
H
l
z
(z
c
)v
1
  v
T
2
H
r
(z
c
)v
2
]
 
1
2
: (122)
Vegul legyen I
(nm)
s
=
R
z
z
1
+
R
z
1
z
, s ekkor denialjuk a Q
(nmw)
matrixot a kor

bbiakkal
analog modon ugy, hogy
Z
z
z
1
G
NT
()
~
K
(nmij)
()G
M
()d = c
M l
z
T
(z)Q
(nml
z
)
(z)c
N l
z
(z);
Z
z
1
z
G
NT
()
~
K
(nmij)
()G
M
()d =  c
MrT
(z)Q
(nmr)
(z)c
Nr
(z); (123)
teljesuljon, ahol
~
K
(nmij)
=
 
K
(nmij)
0
NM
0
NM
0
NM
!
: (124)

Igy Q
(nmw)
-re kapjuk, hogy
dQ
(nmw)
dz
 Q
(nmw)
(Y
(mw)T
Y
(mw)
)
 1
Y
(mw)T
P
(m)
Y
(mw)
 Y
(nw)T
P
(nw)T
Y
(nw)
(Y
(nw)T
Y
(nw)
)
 1
Q
(nmw)
  Y
(mw)T
~
K
(nmij)
Y
(nw)
= 0 (125)
Q
(nml
z
)
(z
1
) = 0
NM
Q
(nmr)
(z
1
) = 0
NM
:
Ezek utan mar a funkcional egyszer}uen megadhato, mint
I
(nm)
s
= c
(ml)T
(z
c
)Q
(nml)
(z
c
)c
(nl)
(z
c
)  c
(mr)T
(z
c
)Q
(nmr)
(z
c
)c
(nr)
(z
c
): (126)
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5.3. A modszer numerikus tesztje
Modszerunk ervenyesseget ellen}orizend}o kulonboz}o zikai parameterekkel jellemzett
atmeneteket valasztottunk. Az 5. tablazat mutatja az altalunk kiszamtott
dipoluser}ossegeket osszevetve a Ruder es tsai (1994) altal korabban kozoltekkel. A
kezdeti es vegallapotokat azok aszimptotikus kvantumszamaival jellemeztuk, vagyis: n
p
,
l, n
3
a f}o-, mellek- es magneses kvantumszamokkal, amelyek ! = 0 eseten tartoznak az
allapothoz, illetve az n, n
3
,  kvantumszamokkal, amelyek az ! !1 eseten igazak. Erre
azert van szukseg, mivel, mint azt korabban mondtuk, a problema nemszeparabilis, gy
az ! nem aszimptotikus ertekeire nincsen 3 jo kvantumszam, amely a teljes rendszert
egyertelm}uen jellemezne. A 13. abra egy Grotrian-diagramon mutatja a valasztott
atmeneteket egy adott terer}ossegnel (! = 1). A 13. abra es a 5. tablazat egyuttesen
erzekelteti, hogy semmilyen gondot nem okoztak a kulonboz}o tpusu (n
3
= 0, n
3
1)
atmenetek.

Ugyszinten igaz marad ez a megallaptas a nagyobb n
3
kvantumszamokra
es a terer}osseg harom nagysagrendjen keresztul.
Ott, ahol leteznek korabban publikalt ertekek, azok a mienkkel jol egyeznek, holott
szamolasainkban a kozeltesek mindenutt alacsonyabb rend}uek.

Igy joggal mondhatjuk
azt, hogy az els}o zben altalunk megadott ertekek hasonlo pontossaguak lehetnek.
5
4
3
2
1
0
13. abra. A Grotrian-diagramon a diamagneses Coulomb-problema korabban
publikalt osszes szigoruan kotott allapota szerepel. Az atmeneteket ott jeleztuk, ahol
a dipoluser}osseg erteke ismert (pontozott vonal). Az altalunk is szamolt atmeneteket
folytonos vonal, mg a csak altalunk szamolt eseteket szaggatott vonal jelzi (! = 1).
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5. tablazat. A diamagneses Coulomb-problema jpj
2
dipoluser}ossegei osszevetve a
korabban Ruder es tsai (1994) altal publikalt jp
R
j
2
eredmenyekkel. Az atmeneteket
az egyes allapotok aszimptotikus kvantumszamaival jellemeztuk.
atmenet ! jp
R
j
2
jpj
2
2p
 1
=0  10 ! 3d
 1
=0  11 1 1:189 1:187[2]
1:1892[6]
10 3:188  10
 1
3:19  10
 1
[2]
3:188  10
 1
[4]
100 8:018  10
 2
8:235  10
 2
[1]
2p
 1
=0  10 ! 3d
 2
=0  20 1 8:741  10
 1
8:743  10
 1
[6]
10 9:665  10
 2
9:665  10
 2
[4]
100 9:901  10
 3
9:905  10
 3
[1]
3p
 1
=0  12 ! 3d
 1
=0  11 1 8:241 8:2408[6]
10 4:369 4.3688[2]
100 3:303 3.308[1]
3p
 1
=0  12 ! 3d
 2
=0  20 1 9:146 9:147  10
 3
[6]
10 2:465  10
 4
2:464  10
 4
[4]
100 7:391  10
 6
7:398  10
 6
[1]
2p
 1
=0  10 ! 4d
 1
=0  13 1 | 4:4502  10
 4
[6]
10 | 9:699  10
 3
[4]
100 | 1:7276  10
 2
[1]
3p
 1
=0  12 ! 4d
 1
=0  13 1 | 4:3792  10
 2
[6]
10 | 1:2318  10
 3
[4]
100 | 7:2918[1]
3d
 2
=0  20 ! 4f
 2
=0  21 1 | 1:7866[6]
10 | 4:3063  10
 1
[4]
100 | 1:2401  10
 1
[1]
4f
 2
=0  21 ! 4d
 2
=0  22 1 | 9:6021[6]
10 | 5:1284[4]
100 | 2:9267[1]
2p
 1
=0  10 ! 4d
 2
=0  22 1 | 1:649  10
 4
[6]
10 | 1:359  10
 5
[4]
100 | 7:496  10
 6
[1]
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6.

Osszegzes
A dolgozatban a diamagneses Coulomb-problema nehany vonatkozasat vizsgaltuk
meg. Miutan megallaptottuk, hogy a feladat { nemszeparabilis volta miatt { mind
analitikusan, mind numerikusan nehezen kezelhet}o, olyan bazisfuggveny-rendszert keres-
tunk, amelyben a rendszer sajatfuggvenyeit kifejtve azok analitikusan nemadiabatikus
kozeltesben is vizsgalhatok az aszimptotikus tartomanyok mindegyikeben. Ilyen
fuggvenyrendszernek bizonyult a laptott gombfuggvenyek alkotta bazis gombi
koordinatak (!  1) alkalmazasa eseten es a Liu{Starace bazis hengerkoordinatakat
(!  1) hasznalva.
Ezek a fuggvenyrendszerek a szokasosaknal altalanosabbak es eppen emiatt
alkalmasak arra, hogy mar viszonylag kis elemszamu kifejteseik jol kozeltsek a tenyleges
megoldast, ezaltal lehet}ove teszik az analitikus attekinthet}oseget (Barcza 1994, 1996)
es az alacsonyrend}u numerikus szamolast a nemaszimptotikus tartomanyokban (Balla
es Benk}o 1996, 1999).
A dolgozatban a nagyobb terer}osseg-tartomannyal foglalkoztam, s itt a Liu{Starace
bazis a megfelel}o.
Ezek utan kovetkezzenek a dolgozat legfontosabb eredmenyei:
(i) A (31) modostott Prufer-transzformacio segtsegevel sikerult kikuszobolni azt
a korabban senki altal le nem kuzdott nehezseget, hogy a Liu{Starace bazis
fuggvenyei csak numerikusan adhatok meg. Megmutattuk, hogy valojaban
a fuggvenyekre magukra nincs is szuksegunk, a (22) bazisegyenlet 
n
(z)
sajatertekeit meg tudjuk hatarozni a teljes 0 < z < 1 intervallumon els}orend}u,
regularis kezdetiertek-problemak megoldasaval. Ez mind elvi, mind gyakorlati
szempontbol egyszer}ustest jelent. A szokasos eljarasokkal a sajatertekeket es
a sajatfuggvenyeket szimultan szamoljak masodrend}u, szingularis peremertek-
problemak megoldasan keresztul. Megmutattuk azt is, hogy az aszimptotikus
tartomanyokban a kapott ertekeink jol egyeznek az analitikus szamolasok
eredmenyeivel.
(ii) Az A
nn
0
(z), B
nn
0
(z) csatolomatrix-elemeket megado kvadratikus funkcionalokat sem
az azokat alkoto bazisfuggvenyek kiszamolasaval, majd numerikus derivalasaval
es numerikus integralassal hataroztuk meg. Ehelyett egy numerikusan stabil,
hatekony eljarassal magukat a funkcionalertekeket szamoltuk ki az ezekre felrt
kezdetiertek-problema megoldasan keresztul. Az aszimptotikaval valo osszevetes itt
is a fent elmondottakhoz hasonlo eredmenyt adott.
(iii) Ezutan mar felrhato az energia-sajatertekre vonatkozo (66) dierencialegyenlet-
rendszer. Ennek megoldasanal a (22) skalar problemanal alkalmazottal analog
eljarast hasznaltunk. A masodrend}u, szingularis rendszert az adott intervallumon
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vele ekvivalens els}orend}u, regularis rendszerre alaktottuk, majd egy a korabban
alkalmazott modostott Prufer-transzformacionak a matrixok koreben megfelel}o
dierencialis ortogonalis faktorizacot hasznaltunk (Bahvalov 1977). A fenti (i)-(iii)
keretet sem erre, sem mas nemszeparabilis sajatertek-problemara nem hasznaltak
el}ottunk.
(iv) Mindezen elvi eredmenyek utan bebizonyosodott, hogy a Liu{Starace bazis
igen hatekony. Mar nehany csatorna felhasznalasaval az egyszer}ubb bazisok
sokkal nagyobb elemszamu kozelteseit megkaptuk. Tovabba semmilyen gondot
nem okozott magasabban fekv}o allapotokhoz tartozo, korabban nem publikalt
sajatertekek meghatarozasa sem.
(v) Az egyes energiaszintek kozti atmenetek valoszn}useget, es ezzel a sznkep adott
vonalanak er}osseget a dipoluser}osseggel jellemeztuk. Ez ismet csak egy kvadratikus
funkcional, de most matrixfuggvenyekre vonatkozo.
Az ismert volt, hogy a kvadratikus funkcionalok kiszamtasara skalaris esetben
alkalmazott (ii) modszerunk altalanosthato matrixokra is, de csak akkor, ha a
funkcionalokban szerepl}o sajatfuggvenyek egy onadjungalt feladat megoldasai (l.
Kitoroage es tsai 1989). Sikerult megmutatnunk, hogy a nemonadjungalt feladatok
egy jol denialt osztalyara (Barcza 1994) szinten megtehet}o ez az altalanostas.
Hasonlo modszer kvadratikus funkcionalok kiszamtasara nemonadjungalt esetre
eddig nem letezett.
(vi) A kvadratikus funkcionalokra felrt matrixdierencial-egyenletekre vonatkozo (125)
kezdetiertek-problema megoldasaval jutunk a keresett dipoluser}ossegekehez. Ebben
az esetben is osszevetve a korabban publikalt ertekekkel a mieinket, azt talaljuk,
hogy az egyezes igen jo, holott a mi kozeltesunk rendje sokkal alacsonyabb.
Kiszamoltunk tovabba nehany olyan atmeneti dipoluser}osseget is, amely eddig nem
volt megtalalhato az irodalomban.
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7. Koszonetnyilvantas
A szerz}o ezuton is szeretne kifejezni koszonetet azoknak, akik nelkul ez a dolgozat
nem keszulhetett volna el. Mindenekel}ott temavezet}omnek, Barcza Szabolcsnak az
MTA Csillagaszati Kutatointezetenek f}omunkatarsanak tartozom halaval tobb eves
kituntet}o gyelmeert es biztatasaert. Nem kevesbe illeti koszonet Balla Katalint, az
MTA Szamtastudomanyi es Automatizalasi Kutatointezetenek f}omunkatarsat, akivel
kozos munkank kepezi a dolgozat gerincet.
Koszonettel tartozom tovabba az MTA Csillagaszati Kutatointezetenek, mely
lehet}ove tette a munka elkeszteset. Kulon koszonom Szabados Laszlonak az MTA CSKI
f}omunkatarsanak, hogy volt olyan kedves es nyelvi szempontbol is atnezte dolgozatomat.
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8. Fuggelek
8.1. Matematikai kiegesztes
A kozonseges dierencialegyenletek es egyenletrendszerek numerikus megoldasasanak
kerdesei onallo tudomanyagat kepeznek a matematikan belul. Ezert az alabbiakban
csak arra vallakozom, hogy megprobalom az altalunk alkalmazott modszerhez vezet}o
utat megvilagtani. Az ebben a fejezetben hasznalt jelolesek fuggetlenek a korabbi
reszek jeloleseit}ol.
A dolgozat megoldando (18), (20) feladataira masodrend}u, linearis, explicit
egyenletek vonatkoznak. Ismeretes, hogy a masodrend}u egyenletek mindig
visszavezethet}ok els}orend}u egyenletrendszerekre (l. pl. Kosa 1985). Ezek utan az
els}orend}u, linearis, kozonseges dierencialegyenlet(rendszer) altalanos alakja
y
0
(x) = A(x)y(x) + q(x); a < x < b a; b 2 R (127)
aholR a valos szamok halmazat jeloli y(x) = (y
1
(x); y
2
(x); : : : ; y
n
(x))
T
2 R
n
, q(x) 2 R
n
(n elem}u valos vektorfuggvenyek), A(x) 2 R
nn
(nn-es valos matrixfuggveny), n 2 N
(pozitv egesz).
A (127) egyenlet megoldasseregeb}ol a peremfeltetelek valasztjak ki az altalunk
keresett tulajdonsagu megoldas(oka)t (ha van(nak) ilyen(ek)). Az altalanos ketpontos
peremfeltetel alakja
g(y(a);y(b)) = 0; (128)
ahol g = (g
1
; g
2
; : : : ; g
n
)
T
altalaban nemlinearis vektorfuggveny. A ketpontos feltetel
linearis alakja:
B
a
y(a) +B
b
y(b) = ; (129)
ahol B
a
; B
b
2 R
nn
,  2 R
n
. Megjegyzend}o, hogy az altalanos, tobbpontos
peremfeltetel}u feladat mindig ketpontossa alakthato (bizonytast l. pl. Ascher
es tsai 1988 tankonyveben), valamint hogy a nemlinearis peremfeltetelek sokszor
linearizalhatok. A linearis peremfeltetelek a
B
(1)
a
y
(1)
(a) = 
(1)
B
(2)
b
y
(2)
(b) = 
(2)
(130)
(B
(1)
a
2 R
pp
, B
(2)
b
2 R
ss
, 
(1)
2 R
p
, 
(2)
2 R
s
, p + s = n.) szeparalt alakban
is feltehet}ok az altalanossag csokkentese nelkul, mivel a (129) feltetel}u feladat mindig
(130) alakra hozhato (Moszynski 1964).
A legegyszer}ubb szeparalt peremfeltetel az, amikor a megoldast egyetlen pontban
kotjuk ki (s = 0), vagyis
y(a) = ;  = (
1
; 
2
; : : : ; 
n
)
T
2 R
n
:
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Ilyen esetben szokas kezdetiertek-feladatrol (K

EF), vagy Cauchy-feladatrol beszelni.
A K

EF megoldasaira jol ismert az egzisztenciat es unicitast kimondo tetel (l. pl.
Coddington es Levinson 1955 klasszikus tankonyvet). Szinten ismeretes, hogy a
peremertek-feladatokra (P

EF) hasonloan altalanos alltas nem teljesul. A kovetkez}o
meglehet}osen altalanos tetel azonban kapcsolatot teremt a P

EF-k es a K

EF kozott.
Tekintsuk az
y
0
= f(x;y); g(y(a);y(b)) = 0 (131)
altalanos P

EF-t es vezessuk be a w
0
= f(x;w), (x > 0), w(a) = s K

EF-t!
Tetel. Ha f(x;w) folytonos a teljes ertelmezesi tartomanyan es Lipschsitz-
tulajdonsagu, akkor 8 s 2 R
n
vektorhoz 9! w(x; s). Egy y(x) = w(x; s) a P

EF
megoldasa, ha g(s;y(b; s)) = 0 es viszont, ha 9 s olyan, hogy g(s;w(b; s)) = 0, akkor a
P

EF-nak van megoldasa es 8 s-re, ami ilyen, w(x; s) megoldas.
A tetel b}ovebb magyarazata ill. bizonytasa megtalalhato pl. Ascher es tsai (1988)
mar idezett konyveben, vagy magyarul Stoyan es Tako (1995) konyveben. A fenti tetellel
a P

EF megoldasat K

EF-ok megoldasara vezettuk vissza. Ez azert el}onyos, mert a
K

EF-ok numerikus megoldasara kivalo modszerek allnak rendelkezesre (leszamtva az
u.n. merev ,,sti" egyenleteket). A K

EF numerikus integralasara szolgalo kulonboz}o
algoritmusokrol jo attekintest ad pl. Hairer es tsai (1987), vagy Stoer es Bulirsch (1980)
munkaja. Nezzuk meg, hogy a fenti P

EF-hoz milyen K

EF-ok tarsthatok. Erre tobb
lehet}oseg is van.
A legegyszer}ubb az u.n. beloveses modszer (shooting method), amikor a (131) P

EF
helyett az
y
0
= f(x;y); y(a; s) = s
g(s;y(b; s)) = 0 (132)
K

EF-bol es algebrai egyenletb}ol allo problemaval foglalkozunk, vagyis kozvetlenul a
fenti tetelt alkalmazzuk. Sajnos ezzel az egyszer}u modszerrel a gyakorlatban sulyos
gondok adodhatnak. Gyakori, hogy bar a P

EF stabil (jol kondcionalt) a K

EF instabil
(er}osen fugg s-t}ol). Az is el}ofordulhat, hogy a P

EF-nak van megoldasa, de a K

EF-
nak nem minden s eseten letezik megoldasa az [a; b] intervallumon. Konkret peldak
talalhatok a fenti viselkedesekre peldaul Ascher es tsai (1988), vagy Stoyan es Tako
(1995) munkaiban.
Az instabilitasoknak szemleletesen az az oka, hogy a numerikus megoldasok az
integralas soran elfajulnak, vagyis a szukseges n feltetelb}ol k elvesz. Ennek a
problemanak a kikuszobolesere szolgalnak a linearis peremfeltetel}u, linearis egyenletek
eseten a kulonfele faktorizacios (vagy maskeppen sopresi ,,sweeping method") eljarasok.
Tekintsuk a (127) altanos linearis dierencialegyenletet a (129) linearis perem-
feltetellel. Vezessuk be a T linearis transzformaciot oly modon, hogy w(x) := T
 1
y(x),
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es g(x) := T
 1
q(x). Ezeket a kifejezeseket berva (127) egyenletbe kapjuk, hogy
w
0
= T
 1
(AT   T
0
)w + g. Az
U := T
 1
(AT   T
0
) (133)
jeloles bevezetesevel pedig a
w
0
= Uw + g; B
a
T (a)w(a) +B
b
T (b)w(b) =  (134)
feladatra jutunk. Valasszuk meg U -t ugy, hogy fels}o haromszogmatrix legyen, azaz
U =
0
@
U
(11)
k
U
(12)
n k
O
k
U
(22)
n k
1
A
es akkor g =
0
@
g
(1)
k
g
(2)
n k
1
A
; (135)
ahol az also indexek mindenutt a dimenziot jelzik. A fenti (135) kifejezest berva a (134)
P

EF-ba azt kapjuk, hogy
w
(1)0
= U
(11)
w
(1)
+ U
(12)
w
(2)
+ g
(1)
(136)
w
(2)0
= U
(22)
w
(2)
+ g
(2)
(137)
es
B
(1)
a
w
(1)
(a) = 
(1)
B
(2)
b
w
(2)
(b) = 
(2)
: (138)
A megoldas technikailag a kovetkez}o lepesekb}ol all: T konkret alakjara a leggyakrabban
hasznalt kifejezes a
T =
 
I
kk
O
k(n k)
R
(n k)k
I
(n k)(n k)
!
: (139)
Ekkor az U denialo (133) egyenleteteb}ol T
0
= AT   TU es T fenti (139) kifejezeseb}ol
az
R
0
= A
(21)
+ A
(22)
R  RA
(11)
 RA
(12)
R (140)
alaku dierencialegyenletet kapjunk (Riccati-egyenlet). Az A matrix particionalasa
a korabbiaknak megfelel}o. Amennyiben T ismert, ennek segtsegevel meg lehet
szerkeszteni U -t, majd a (137) egyenletet direkt iranyban (a-tol b fele), (136) egyenletet
pedig ellentetes iranyban integraljuk, majd pedig az Tw = y linearis, algebrai egyenlet
szolgaltatja a keresett megoldasokat.
Szuksegunk van meg a R(a), w
(2)
(a), w
(1)
(b) kezdeti ertekekre. Legyen B
a
= (CjD)
alaku, ahol D 2 R
kk
nemszingularis matrix. A B
a
matrix mindig ilyen alakra hozhato
(l. pl. Rozsa 1991). Mivel w = T
 1
y, gy w
(2)
(a) =  R(a)y
(1)
(a) + y
(2)
(a). Ezek
utan valasszuk R(a) =  DC
 1
alakunak, amib}ol kovetkezik, hogy w
(2)
(a) = D
 1

(1)
.
(B
b
hasonlo transzformacioja utan w
(1)
(b) kezdeti ertek is megkaphato.) Noha a fenti
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eljaras a beloveses modszernel stabilabb az tovabbra is el}ofordulhat, hogy a Riccati-
egyenletnek nincs a teljes [a; b] intervallumon mindenutt megoldasa. Ilyenkor az eljaras
,,felrobban". Ez kikerulhet}o, ha ,,idejeben" 1=R valtozora terunk at. Az allando gyeles
{ es ha szukseges a transzformalasok { a numerikus munkat elegge nehezkesse teszik. A
Riccati-egyenlet nemlinearitasa szinten hatranyos. Mindezek miatt hasznos lenne egy
a megoldasok letet garantalo hasonlo eljaras. Szinten el}onyos volna, ha ezt sikerulne
limearis egyenletekkel megvalostani. Az adjungalt egyenletek elmelete, pontosabban a
kovetkez}o tetel erre modot ad. (Mivel a dolgozatban homogen egyenletek szerepelnek a
tovabbiakban csak ezekkel foglalkozunk.)
Tekintsuk az
y
0
(x) = A(x)y(x); x 2 [a; b];
B
(1)
a
y
(1)
(a) = 0; B
(2)
b
y
(2)
(b) = 0 (141)
szeparalt, homogen peremfeltetel}u, homogen, linearis P

EF-ot.
Tetel. M a (141) egyenlet megoldasainak egy k dimenzios linearis altere, akkor es
csak akkor, ha 9 (x) 2 R
n(n k)
olyan, hogy
a) rang((x)) = n  k,
b) y 2 M, akkor es csak akkor, ha 8 x 2 [a; b] eseten 
T
(x)y(x) = 0,
c) es kielegti a (x)
0
+A
T
(x)(x) = 0 egyenletet (az eredeti egyenlet adjungaltjat).
(Az eredetileg R. Lagrange-tol szarmazo tetelt ilyen alakban l. Abramov 1961.)
Ezek utan valamely x, (a < x < b) kozbuls}o pontban a megoldas ugy all
el}o, hogy az adjungalt egyenletet oldjuk meg a ket vegponttol a kozbens}oig, ezzel
megkapjuk (x) = (
(1)
(x); 
(2)
(x))
T
megoldast, majd pedig a 
T
(x)y(x) = 0 linearis
egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja a keresett y(x)-t (Lagrange-faktorizacio).
Megjegyzend}o, hogy az adjungalt egyenlet linearis es a megoldhatosaga (a linearis
algebrai rendszer megoldhatosagaval egyutt) szukseges es elegseges feltetele az eredeti
feladat megoldhatosaganak, vagyis pontosan olyan tulajdonsagu, amilyent kerestunk.
Az adjungalt egyenletekre valasszuk a kezdeti ertekeket a kovetkez}o modon. Az
eredeti feltetelt hozzuk
~
C
T
y
(1)
(a) = 0 alakra, ahol rang(
~
C) = n   k nemszingularis
matrix. Ekkor 
(1)
(a) =
~
CS, ahol S nemszingularis n   k dimenzios negyzetes
matrix. A masik hatarfeltetel teljesen hasonloan adodik. A kezdeti feltetelek
ilyen megvalasztasaval a vegpontokban automatikusan teljesul a tetel ortogonalitasi
kovetelmenye. Igazabol ezzel, mint egy rogztett bazissal megadtuk a megoldasok
linearis alterere mer}oleges komplementer alteret. A numerikus integralas soran ez a
bazis ,,mozdul el" a vegpontokbol az x pont fele. Sajnos semmi nem garantalja, hogy a
kezdetben rogztett ortogonalis bazis a numerikus integralas soran nem ,,romlik el". Ha
pedig a bazis osszefugg}ove valik, a  matrix numerikus rangja sem marad n  k. Ezen
a probleman lehet ugy segteni, hogy id}onkent ellen}orizzuk a bazis ortogonalitasat es ha
58
szukseges ortogonalizaljuk. Jobb volna azonban, ha maga az eljaras garantalna, hogy
minden lepesben a bazis meg}orzi ortogonalitasat.
Tegyuk a kovetkez}oket! A 
T
(x)y(x) = 0 linearis egyenletet szorozzuk be balrol
a 
T
(x) 2 R
kk
dierencialhato nemszingularis matrix-szal. Vagyis tekintsuk a

T

T
y = 0 osszefuggest. Legyen  := , akkor  =  
 1
es  
T
y = 0. Az adjungalt
egyenletbe berva  kifejezeset es jobbrol beszorozva 
 1
-gyel kapjuk, hogy
 
0
=  !   A
T
 ; (142)
ahol bevezettuk az ! = 
 1

0
jelolest. A majdnem tetsz}oleges  bevezetese miatt
kirohatjuk a  fuggvenyre a
 
T
(x) 
0
(x) = 0 (143)
feltetelt. Ez Abramov (1961)-es cikkenek lenyege. Ha (143) feltetel igaz, akkor abbol
nyilvanvalo modon kovetkezik, hogy  
T
 = K, aholK konstans matrix (pl. celszer}u -t
ugy valasztani, hogy K = I legyen). Vagyis, ha a  fuggvenyre vonatkozo egyenletet
oldjuk meg, akkor az egyszer ortogonalisan elindtott bazis vegig ortogonalis marad.
A  ilyen valasztasa mellett ! = ( 
T
 )
 1
 
T
A
T
 , es ezt a (142) egyenletbe berva
megkapjuk az Abramov-faktorizacio alapegyenletet
 
0
= [ ( 
T
 )
 1
 
T
  I]A
T
 : (144)
Az eljaras hasznalatakor ket (144) alaku egyenletet kell numerikusan integralni (a
megfelel}o vegpontbol egy tetsz}oleges kozbens}o pontig), valamint a  
T
y = 0 homogen
linearis algebrai egyenletet (l. Balla es Benk}o 1996). Bar (144) nemlinearis egyenlet,
bizonythato, hogy tetsz}oleges teljes ragu kezdeti feltetellel van es pontosan egy
megoldasa.
Abban az esetben, ha csak egyetlen masodred}u, linearis P

EF-ot kell megoldanunk
a helyzet a fentieknel lenyegesen egyszer}ubb. Az y = (y; y
0
)
T
osszefugges segtsegevel
az egyenletet els}orend}uve transzformaljuk, majd alkalmazzuk a fenti eljarast! Konnyen
lathato, hogy a (143) es a K = I feltetelnek akkor tudunk eleget tenni, ha pl.  = sin
es  
0
= cos, azaz a jol ismert Prufer-transzformaciora jutottunk (l. Pryce 1993). A
dolgozatban a (18) bazisegyenlet megoldasanal a Prufer-transzformacio egy skalazott
valtozatat vezettem be, tenylegesen azonban skalazas nelkul hasznaltam.
Mint azt Bahvalov (1977) megmutatta lehet konstrualni olyan ortogonalis
faktorizaciot is, amely a komplementer ter bazisvektorai helyett az eredeti ter
bazisat tartja ortogonalisan. Ehhez az eredeti bazist helyettestjuk egy ' 2 R
nk
ortonormalttal. Most is az
'
T
(x)'(x)
0
= 0;
feltetel es a '
T
(a)'(a) = I kezdeti ertek elegseges ahhoz, hogy '
T
(x)'(x) = I legyen.
Legyen '(x) = W (x)S(x) alaku, ahol W (x) az (141) egyenlet fundamentalis matrixa,
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S(x) 2 R
kk
nemszingularis matrix. Behelyettestesek, a m}uveleteket elvegzese es
atrendezesek utan kapjuk, hogy Ekkor '
0
= A' + 'S
 1
S
0
es S
0
=  S('
T
')
 1
'
T
A'.
Amib}ol kozvetlenul adodik a Bahvalov-faktorizacio egyenlete (v.o. (74) egyenlet)
'
0
= [I   '('
T
')
 1
'
T
]A
T
': (145)
Emellett, ha y egy megoldasa (141) egyenletnek, akkor y(x) = '(x)s(x) es s(x) nem
feltetlenul konstans! Egyreszt, tehat ha el}orunk egy kezdeti feltetelt egy ~x pontban
(y(~x) =
~
y), akkor s(~x) = ('
T
(~x)'(~x))
 1
'
T
(~x)
~
y kell legyen, masreszt, mivel a megoldast
y(x) = '(x)s(x) alakban keressuk gy 's
0
  '('
T
')
 1
A's = 0. Beszorozva '
T
-tal es
atszorozva ('
T
')
 1
-gyel kapjuk, hogy
s
0
  ('
T
')
 1
A's = 0: (146)
(Ennek az egyenletnek felel meg a (114) egyenlet.)
A (20) csatolt egyenletrendszer megoldasara mind a ket fenti modszer hasznalhato
volt. A hasonlosagok mellett fontos kulonbsegek is vannak az Abramov- es Bahvalov-
faktorizacio kozott. Az atmeneti valoszn}usegek kiszamtasat a Bahvalov-faktorizacio
alkalmazasa engedte csak meg, ezert szerepelt ez a dolgozat f}o reszeben.
8.2. A sajatertekek kiszamtasa
A (74) egyenlet megoldasara egy hierarchikusan szervezett FORTRAN program keszult
(csat45.f  1200 utastas: INPUT { Z, N , n
3
, !, z
0
, z
1
, z
c
, " 
z
/ OUTPUT {
E
N
k
, P(z) ). Ennek legalso szintjen egy lepeskozt optimalizalo negyedrend}u Runge{
Kutta (R{K) algoritmus all l. pl. Press es tsai (1992). Ez integralja a (32) egyenletet
ketszer, minden egyes lepesben a megfelel}o (35), ill. (36) kezdeti feltetelekkel. A %
0
ereket z  10
 4
-nek valasztottam. (%
0
) kozeltesere a (26) osszeg egy veges resze
szolgalt. A sor gyors konvergenciaja miatt a pontossag mar megfelel}ove valt, ha az
egymast kovet}o reszletosszegek kulonbsege 10
 3
ala csokkent. A %
1
ertek nem rogzthet}o
hasonlo modon, mivel (29) csak aszimptotikus kifejezes. Egy kulon numerikus eljaras
valasztja meg szimultan modon %
1
-t es a sorfejtes elemszamat. Egyebkent mindket fenti
esetben leteznek egzakt hibabecslesek is, utalunk itt Abramov es Balla (1993), valamint
Balla (1977) cikkere. A %
c
kozbuls}o pontot z-vel azonosnak valasztottam, kiveve a
z = 0 esetet, ahol %
c
= 1 lett. A program masodik szintjen a 
n
meghatarozasat egy
egyszer}u intervallumfelez}o (biszekcios) eljaras vegzi, mint ahogy arra a 4.1 fejezetben
utaltunk. A rutin akkor all le, ha a relatv pontossagi elerte a gepi pontossagot

n
-ben j(
(i 2)
n
  
(i 1)
n
)=
(i)
n
j  10
 15
vagy a j[
l
(%
c
)   
r
(%
c
)]=
l
(%
c
)j relatv hiba
kisebbe valt, mint 10
 12
. A fels}o indexek az els}o kepletben az iteraciok szamat jelentik.
A csatolomatrix elemek kiszamtasa ugy tortent, ahogy azt a 4.2 fejezetben lertuk,
azaz a (32), (38) es (54) egyenletek szimultan integralasaval. Magukat a numerikus
integralasokat itt is a fenti R{K algoritmus vegezte.
60
Az E
N
k
kiszamtasakor adott k es N eseten, mind a (75) determinans erteket,
mind az E
N
k
egymast kovet}o iteracioinak relatv eltereseit folyamatosan ellen}orzi a
program. A determinanst felept}o elemek kiszamtasa az (74) egyenlet integralasaval
egyenertek}u. Az integralo alaprutin a fentiekkel megegyez}o volt. A (76) osszefuggesben
az egysegmarixtol valo elterest M darab ekvidisztans pontban z
i
= z
0
+ (z
1
  z
0
)i=M
ellen}oriztem (M = 8). Annak erdekeben, hogy a globalis hiba egy adott " korlat
alatt legyen, minden [z
i
; z
i+1
] reszintervallumon a megengedett lokalis hiba "
loc
= "=M
lehetett, es a
X
i;j
(Y
T
Y   I)
2
i;j
< "
loc
(147)
egyenl}otlensegnek teljesulnie kellett. A reszintervallumokon a kezd}o lepeskoz, s =
(z
i+1
  z
i
)=M
0
alaku felosztasnal, M
0
= 8 volt. Amennyiben a feltetel a reszintervallum
vegen nem teljesult, az algoritmus visszatert ennek kezdeti pontjara es az M
0
felosztas
megduplazodik. Egyeb esetekben a lepeskozt valtozatlanul hagyta, hacsak mar el}otte
sem kellett valtoztatni, mert a feltetel teljesult. Ilyen esetben a lepeskozt megduplazta.
Ez a lepeskozvalaszto eljaras lehet}ove teszi, hogy minden szukseges mennyiseget
(
n
; A
nn
0
; B
nn
0
) egy adott z-re csak egyszer szamoljunk ki es a kapott ertekeket egy
csatolt listara f}uzzuk.
A (74)-es csatolt egyenletrendszer integralasanal, minden egyes z-nel szukseg van
az Y
T
Y matrix inverzere. Mivel ezek a matrixok szimmetrikusak es kozel vannak
az egysegmatrixhoz, az inverzuk kiszamtasara a leghatekonyabb eljarast a Cholesky-
dekompozciot (lasd pl. Press es tsai 1992) hasznalhattuk. A (75)-ban szerepl}o
determinans meghatarozasat egy LU dekompozcios algoritmus vegzi. Mint korabban
mondtuk a sajatertek relatv hibaja volt az egyik ellen}orzesi es beavatkozasi lehet}oseg.
Ha j(E
(i 1)
k
  E
(i)
k
)=E
(i)
k
j  10
 6
, a program megall es az E
(i)
k
-t elfogadjuk mint kezdeti
kozeltest a magasabb N csatornaszamokhoz, vagy a spektrum magasabban gerjesztett
allapotaihoz. Figyelemre melto, hogy ez a ketfajta iteracio egymastol elvben fuggetlen,
gy akar parhuzamosthatok is. Ha n
3
6= 0, akkor z
0
= 0-nak van valasztva, egyebkent
z
0
= 10
 3
. A legnagyobb jobboldali vegpont z
1
= 10 volt, mg a z
c
kozbuls}o pontot a
z
0
-hoz kozel valasztottuk meg, a teljes z intervallumhoz kepest.
8.3. A dipoluser}osseg kiszamtasa
A dipoluser}osseget, illetve az azokhoz szukseges (93) es (94) dipolmatrix-elemeket
a mintegy 1500 utastasbol allo tpn.f nev}u FORTRAN program hatarozza meg.
A programhoz a szukseges bemen}o adatokat (INPUT { E
N
n
, E
M
m
, P
N
(z), P
M
(z),
K
nmi
pq
(z)) a csat45.f program keszti.
A funkcional kiszamtasa alapvet}oen ket lepesben tortenik. El}oszor az Y
(n)N
(z),
H
(n)N
(z) es Y
(m)M
(z), H
(m)M
(z) fuggvenyekre vonatkozo (74) es (118) matrix-
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dierencialegyenleteket oldjuk meg szimultan modon egy a matrixegyenletekhez
alaktott automatikus lepeskozvalaszto R{K eljarassal. Az integralas a 8.2 fejezetben
ismertetett modon z
0
-tol, ill. z
1
-tol z
c
-ig tortenik. A c meghatarozasa
egyenertek}u a (121) algebrai sajatertek-problema egy tetsz}oleges 1 sajatertekhez tartozo
sajatvektoranak megkeresesevel. Ez ugy tortenik, hogy egy Jacobi-eljaras (l. Press es
tsai 1992) meghatarozza a feladat osszes sajaterteket, azutan az 1-hez legkozelebb es}ohoz
tartozo sajatvektort normaljuk (122) szerint. Az adott sajatertek 1-t}ol valo elterese
egyben becslest ad a sajatvektorunk pontossagara. Ezzel megkaphatjuk c
l
(z
c
) es c
r
(z
c
)
erteket.
A masodik lepesben a Q
(nmw)
(z) matrixfuggvenyekre vonatkozo (125) egyenletet
oldjuk meg szinten a ket vegponttol, z
Q
0
-tol es z
Q
1
-t}ol z
c
-ig, ahol a z
Q
0
es z
Q
1
vegpontokat
ugy valasztottuk meg, hogy a Q
(nmw)
(z) fuggveny a ket megfelel}o H
(n)N
(z) es H
(m)M
(z)
fuggveny kozos reszen legyen kiszamolva. A szukseges interpolaciokat mindenutt egy
egyszer}u linearis interpolacios algoritmus szolgaltatta (l. Press es tsai 1992). A
invertalas itt is a 8.2 reszben emltett Cholesky-eljarassal tortent.
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